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Chapitre 1

Introduction au cours

Des considérations basées sur la symétrie d’un systeme physique ont toujours été utilisées
dans la formulation de principes généraux ainsi que dans la solution de problémes physiques.
Ainsim le lecteur a certainement déja rencontré plusieurs exemples d’utilisation d’un principe de
symétrie. Par exemple, la quantité de mouvement est conservée pour un systeme invariant par
translation spatiale, et le moment cinétique est conservé pour un systeme invariant par rotation.
Plus généralement, les propriétés de symétrie d’un systéme nous donnent deux avantages. Pre-
mierement, elles permettent d’établir des lois de conservation. Deuxiemement, elles introduisent
des regles de sélection, qui facilitent considérablement le calcul des quantités physiques qui nous
intéressent. Toutefois, la fagon de tirer avantage des propriétés de symétrie n’est pas toujours
intuitive. Il est donc nécessaire d’introduire un formalisme qui permette systématiquement de
construire le lien entre propriétés de symétrie et lois physiques.

La plupart des opération de symétrie d’un systéme physique sont des transformation géomé-
triques comme, par exemple, des rotations autour d’un axe fixe, des translation, ou des inversions
par rapport a un centre de symétrie (c’est-a-dire la transformation de chaque point x en un point
-x, le point x = 0 étant le centre de symétrie). Si ’application d’une transformation géométrique
a comme résultat que I'objet transformé ne peut pas étre distingué de 1’objet dans son état initial
(méme position, méme forme, méme orientation), alors nous disons que le systéme est invariant
par la transformation considérée.

L’ensemble des opérations pour lesquelles un systéme est invariant, constitue un groupe au
sens mathématique du terme. La théorie mathématique des groupes intervient donc naturel-
lement dans un traitement formel des propriétés de symétrie en physique. L’application de la
théorie des groupes a la physique n’était développé systématiquement que au début du 20eme
siecle. Parmi les travaux les plus importants a ce sujet, nous soulignons ici la contribution de
Eugene Paul Wigner qui a formalisé I'application de la théorie des groupes a la mécanique
quantique dans son livre Gruppentheorie und Ihre Anwendung auf die Quantenmechanik der
Atomspektren en 1931.

La branche de la théorie des groupes qui s’applique a la physique est dite théorie des re-
présentations des groupes. Une distinction importante, dans le cadre de cette théorie, est celle
entre les groupes finis et les groupes infinis. En effet, certaines propriétés de symétrie impliquent
un nombre fini d’opérations de symétrie. C’est le cas, par exemple, des symétries de rotation
des molécules. Nous introduisons a titre d’exemple la molécule d’ammoniac dans le paragraphe
suivant. Cette molécule est caractérisée par six opérations de symétrie de rotation qui sont la
transformation identiqueEL deux rotations de 120 degrés et trois miroirs. D’autres systémes, par
contre, sont caractérisés par un nombre infini d’opérations de symétrie. Par exemple, une sphere
est invariante par une rotation d’un angle arbitraire, ayant pour point fixe le centre de la sphere.

1. une non-transformation est toujours une transformation de symétrie!
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Les théories des représentations des groupes finis et des groupes infinis présentent des différences
importantes qui imposent un traitement séparé des deux domaines.

Le but de ce cours est principalement celui d’introduire la théorie des représentations des
groupes finis, et son application au propriétés de symétrie dans la physique moléculaire et du
solide. Dans la premiere partie, nous introduirons les concepts mathématiques nécessaires. Dans
la deuxiéme partie, nous verrons quels sont les groupes finis les plus importants pour nous, et
nous montrerons des exemples d’application de la théorie. Nous traiterons briévement le groupe
des rotations-inversions O(3), qui est un groupe infini, et ses applications.

1.1 Un exemple : modes de vibration d’une molécule

Dans cette section, nous allons traiter un probléme physique a l'aide de critéres de symétrie.
Le but est de montrer que les propriétés de symétrie peuvent rendre la recherche de la solution
d’un probléme considérablement plus aisée. En méme temps, a 1’état actuel de nos connaissances,
nous utiliserons les arguments de symétrie a la main , c’est a dire a ’aide de I'intuition, sans avoir
a notre disposition une méthode systématique pourvue d’un ensemble de régles. Le but final de
ce cours est de jeter les bases d’une telle méthode et d’en donner des exemples d’application.

FIGURE 1.1 — Schéma de la molécule de N Hs. Dans la figure on peut voir également la numé-
rotation des quatre atomes et le choix du référentiel.

Considérons le probléme des vibrations de la molécule d’ammoniac NHs. Cette molécule est
composée de trois atomes d’hydrogene disposés en triangle et d’'un atome d’azote placé sur I'axe
vertical passant par le centre du triangle (voir figure . On sait de la physique moléculaire
que, pour des petits déplacements a partir des positions d’équilibre, les forces de rappel sur les
quatre atomes sont proportionnelles aux déplacements. La molécule se comporte donc comme
un ensemble d’oscillateurs harmoniques couplés avec 12 degrés de liberté (les trois coordonnées
spatiales pour chaque atome). Appelons respectivement Rj, Ra, R3 et Ry les coordonnées des
trois atomes d’hydrogeéne et de I'atome d’azote. Si les positions d’équilibre des quatre atomes
sont RJ(.O), avec j = 1,...,4, alors les vecteurs des déplacements seront donnés par u; = R; —RJ(.O).
Appelons respectivement mpy et my les masses des atomes d’hydrogene et d’azote.

Pour décrire de maniére réaliste les modes harmoniques des molécules, une paramétrisation
précise des constantes élastiques serait nécessaire. Une telle paramétrisation doit tenir compte
du fait que la force entre deux atomes sera caractérisée par des différentes constantes élastiques,
selon que la direction du déplacement soit le long de la ligne qui les unit, ou perpendiculaire a
cette ligne. Plus généralement, nous ne pouvons pas en principe exprimer la force harmonique
sur un atome comme étant la somme des forces harmoniques exercées par les autres atomes,
puisque la constante harmonique de la force entre deux atomes va étre influencée par la pré-
sence méme des autres atomes. Cependant, dans le contexte de ’exercice présent, nous pouvons
introduire sans crainte un modele trés simplifié qui nous permet de nous familiariser avec les
propriétés de symétrie. Nous allons donc supposer que le systeme est caractérisé simplement par
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deux constantes harmoniques : kg, pour la force de rappel entre deux atomes d’hydrogene,
et kypg, pour celle entre un atome d’hydrogene et 'atome d’azote. Nous avons donc fait une
approximation tres forte en supposant que la force harmonique entre deux atomes est isotrope.
Nous verrons que cette approximation donnera lieu a des dégénérescences accidentelles, qui ne
sont pas strictement imposées par la symétrie du probléeme. Ce dégénérescences ne seraient pas
présentes dans un modele plus réaliste des forces harmoniques. Dans la suite de ces notes, nous
discuterons plus en détail le probleme des dégénérescences accidentelles et nous verrons que
leur existence est tres rare : leur occurrence est presque toujours signe d’une mauvaise prise en
compte des propriétés de symétrie du systéme.

Une fois données les masses et les constantes élastiques, nous pouvons écrire 1’énergie poten-
tielle de la facon suivante

V(ul,ug,ug,u4) = %kHH [(u1 - 112)2 + (111 - u3)2 + (UQ - 113)2]
. %kNH[(ul Cu)? (- u)? + (ug - ug)?] (1.1)

La force agissant sur une particule donnée s’obtient & partir du gradient de ce potentiel par
rapport a la variable de déplacement correspondante

0%u; ov
Fj:mjaT;:_a_uj’ (1.2)

ce qui nous permet finalement d’écrire les équations du mouvement du systéme :

0%u
mm atQI = _kHH(ul - u2) - kHH(U-l - 113) - k?NH(ul - U4) ,
62112
H ot2 - _kHH(UQ_ul)_kHH(UZ_US)_k?NH(UQ—U4),
82113
MH o2 = _kHH(u?)_ul)_kHH(u3—u2)—kNH(U3—u4),
9%uy
MN~52 ~knp(ug—w) - kyg(ug —uz) - kyg(ug—us). (1.3)

Dans cette notation simplifiée, il est sous entendu que les variables u;(t) sont dépendantes du
temps. Un tel systeme d’oscillateurs couplés est caractérisé par des modes normauz. Un mode
normal est une solution particuliére des équations ([1.3]) ou les 12 degrés de liberté dépendent du
temps selon la méme loi harmonique

u;(t) = u;o) sin(wt) . (1.4)

Ici, ug.o) est un vecteur constant. En remplacant la solution 1) dans ’ensemble d’équations

(1.3) nour avons

Pl = (af” - 0f”) + B = 0+ b - a)]
w2uéo) = mLH :k:HH(uéo) - ugo)) + kHH(uéo) - uéo)) + kNH(ugo) - uio)): ,
wQuéO) = mLH ikHH(ugo) - ugo)) + k:HH(uéO) - ugo)) + k'NH(uéO) - U-Z(LO)): ,
WPul? = m—lN v (uf” - uf®) + kv (uf” - ul) + kv -] (1)
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Par la suite, afin d’alléger la notation, nous indiquerons les ugo) simplement par u;. Nous pouvons

définir le vecteur dans l'espace a 12 dimensions
u = (ug; ug; us; uy) . (1.6)
Le systeme d’équations s’écrit dans la forme compacte
Au = w?u, (1.7)

ou A est la matrice dynamique du systéme, obtenue simplement & partir de la forme (1.5 de
I’équation du mouvement.

Exercice : Ecrire la matrice A.

L’équation représente un probléme aux valeurs propres. Les solutions s’obtiennent par
la diagonalisation de la matrice A. Les valeurs propres w? de A et les vecteurs propres corres-
pondants décrivent les modes normaux de vibration de la molécule. Ces solutions constituent un
ensemble complet. Toute autre solution du probléme avec des conditions initiales données
s’écrit comme une combinaison linéaire des modes normaux ainsi trouvés.

Nous remarquerons que la matrice A n’est pas symétrique. Cela est di a la différence entre
la masse de I’hydrogene mpy et la masse de l'azote my. Pour avoir une matrice symétrique,
il faudrait réécrire le probleme avec des vecteurs de déplacement normalisés par les masses
q; = /myuy, avec j = 1,...,4, m; = my pour les trois hydrogenes et m; = my pour l'azote.
Nous n’adopterons pas ce changement de variables puisque les vecteurs non normalisés u; nous
permettent une meilleure intuition de la dynamique de la molécule. Il va sans dire que la matrice
A décrit la dynamique d’un systeme d’oscillateurs harmoniques couplés et donc toutes ses valeurs
propres seront réelles pour des raisons physiques, indépendamment du fait qu’elle n’est pas
symétrique.

Le probléeme de la diagonalisation d’une matrice 12x12 ne peut pas étre résolu analytiquement
dans le cas général. Nous pourrions nous dire : Peu importe! Nous pouvons toujours le résoudre
par une méthode numérique a l'ordinateur . Cela est vrai, mais une telle approche pose parfois
des limitations a la compréhension des résultats. De plus, il faut remarquer que nous avons choisi
un exemple en mécanique classique, ol le nombre de degrés de liberté est fini. Cependant, la
plupart du temps nous aurons affaire a la mécanique quantique, o I’espace des solutions est
I’espace d’Hilbert de la fonction d’onde, un espace a nombre infini de dimensions. Dans ce cas,
souvent 'ordinateur ne nous aide pas et il faut pouvoir introduire des simplifications.

Nous allons montrer ci de suite, comment des arguments de symétrie nous permettent de
résoudre ce probléme analytiquement. La mécanique analytique nous permet une premiére consi-
dération. Un corps rigide dans le vide a six degrés de liberté, trois de translation du centre de
masse et trois de rotation autour des axes d’inertie. La molécule peut donc se déplacer dans
I’espace a vitesse constante dans une direction arbitraire et tourner autour d’un axe a une vi-
tesse angulaire constante. Nous pouvons toujours imaginer la molécule comme étant un corps
rigide et nous placer dans le référentiel ot elle est au repos. Ces six degrés de liberté sont donc
caractérisés par une fréquence nulle w = 0. Par exemple, la translation libre le long de I'axe z
(voir Fig.|1.2(a)) est caractérisée par le vecteur de déplacement (normalisé)

1
=7 (1,0,051,0,0;1,0,051,0,0) . (1.8)

Exercice : Vérifier que le vecteur ([1.8)) est un vecteur propre de la matrice A & valeur propre
nulle.
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A 4

FIGURE 1.2 - (a) Exemple de mode propre de translation du centre de masse. Les vecteurs bleus
sont les vecteurs de déplacement u;. (b) Exemple de mode propre de rotation libre autour de
l'axe z.

La rotation libre autour de I'axe z (voir Fig. [1.2|(b)) est caractérisée par le vecteur de dépla-

cement
1 (_1 V3 1 V3

Vil 22772 2
En réalité, un déplacement de longueur finie du type illustré dans la figure (b) comporte une
déformation de la molécule et par conséquent une énergie potentielle due aux forces élastiques.
Un tel déplacement ne peut donc pas étre vecteur propre a valeur propre nulle de A. Dans notre
formulation du probleme, les modes de rotation sont des solutions de 1’équation aux valeurs
propres toujours sous forme de combinaison d’une rotation rigide et d’une déformation de la
molécule. De cette facon, les modes propres associés a ces solutions ont des valeurs propres finies
qui correspondent aux valeurs propres de la déformation associée. Par exemple, nous pouvons
vérifier que le déplacement illustré par la figure [1.2b) est composé d’une rotation autour de
I’axe z et d’'une déformation selon le mode propre radial que nous décrirons par la suite.
La valeur propre correspondante est la méme que pour ce mode radial.

Nous pouvons en principe nous placer dans l'espace orthogonal & celui généré par ces six
vecteurs — trois de translation et trois de rotation — a ’aide du processus d’orthogonalisation
de Gram-Schmidt. Le probléme serait donc réduit a la diagonalisation d’une matrice 6 x 6, qui
représente toujours un défi pour une approche analytique.

Supposons d’effectuer une transformation orthogonale des positions R; des quatre atomes
qui composent la molécule. Indiquons le vecteur transformé par R;- = SR;. La matrice S est

,0;1,0,0;0,0,0). (1.9)

une matrice orthogonale & trois dimensions. La condition d’orthogonalité implique que S71S = I
et que les éléments de S sont réels. A cette transformation correspond une transformation
orthogonale O du vecteur des déplacements u dans I’espace & 12 dimensions, telle que u’ = Ou
et 0710 = I. Par exemple, une rotation de 27/3 en sens anti-horaire autour de I’axe z est donnée
par

0 085 0 u;
e e e av s 00 0| we
Ou = (Sug; Suy; Suy; Suy) = 05 0 0 w | (1.10)
0O 0o 0 S uy
ou
1 V3
-3 —% 0
S = § -1 (1.11)
0 0 1
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La transformation inverse est u = O™'u’. En la remplacant dans 1’équation du mouvement (1.7)),
nous obtenons
A0’ =o' (1.12)

Multiplions par O a gauche. Nous avons
A’ = 0407 =W, (1.13)

ott nous avons défini A’ = OAO™L.

Le point crucial de cette approche consiste a remarquer qu’il existe un ensemble de trans-
formations orthogonales O qui laissent la matrice A invariée, c. & d. A’ = A. Par exemple, la
rotation fait superposer la molécule a elle-méme. La matrice ne change pas suite a cette
transformation, puisque elle ne dépend que de la forme spatiale de la molécule ayant les atomes
dans leurs positions d’équilibre. En d’autres mots, la rotation n’implique qu’une permutation
des atomes d’hydrogene, qui sont identiques. Elle ne peut donc pas influencer la dynamique des
oscillations.

Exercice : Vérifier que, sous la transformation (1.10)), on a OAO™ = A.

Nous pouvons chercher toutes les transformations qui ont une telle propriété d’invariance.
Ces transformations forment un ensemble {O;} o j =1,...,N, et N est la cardinalité de cet
ensemble. Nous les appellerons transformations de symétrie du systéme. Une analyse de la forme
de la molécule nous permet de trouver toutes les transformations de symétrie par inspection.
Elles sont résumées dans le schéma suivant. Nous verrons dans la suite du cours que cet ensemble

E Identité
C3 | Rotation en sens anti-horaire de 27/3 autour de 'axe z

C3;' | Rotation en sens horaire de 27/3 autour de 'axe z

o1 Miroir par rapport au plan z =0

o9 Miroir par rapport au plan x = v/3y
o3 Miroir par rapport au plan z = —/3y

de transformations forme un groupe.

Exercice : Ecrire les matrices 12 x 12 correspondantes aux transformations de symétrie dans
I’espace des déplacements. Cet ensemble de matrices est appelé une représentation du groupe de
symétrie.

upposons maintenan voir trouvé un vecteur propr non dégénéré matri
Supposons maintenant d’avoir trouvé ecte opre u, non dégénéré de la matrice A,
donc tel que Au, = wf,up. Pour chaque opération de symétrie O; nous avons

OjAOJ_»lup = Au, = wf,up. (1.14)
Multiplions par O]T1 a gauche.
A(O7'up) =w2(05'ay) . (1.15)

Donc le vecteur transformé uj, = Ojflup est aussi un vecteur propre de la matrice A ayant la

~ 2 . . s
méme valeur propre w,. Puisque nous avons supposé que uy, est un vecteur propre non dégénéré,
il s’ensuit nécessairement que

u% = ajup, (1.16)
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ou aj = +1. Ceci doit étre vrai pour toutes transformations de symétrie O; du groupe de symétrie
de la molécule. En effet, s’il existait un O; pour lequel cette propriété n’est pas satisfaite, nous
aurions un vecteur uﬁ, = Ol_lup qui serait linéairement indépendant de u, et qui serait en méme
temps un vecteur propre de A a la méme valeur propre, ce qui contredirait notre hypothese.

La relation est une propriété tres importante des vecteurs propres non dégénérés.
Nous pouvons la résumer de la fagon suivante : si u, est un vecteur propre non dégénéré de
A, alors pour toute transformation de symétrie O; nous avons O]Tlup = xu,. Malheureusement,
I'inverse n’est pas valable en général. En effet, supposons d’avoir deux vecteurs propres non
dégénérés u; et uy ayant comme valeurs propres w% * w%. Supposons également que ces deux
vecteurs se comportent de fagon identique sous les transformations de symétrie du groupe, c. a
d. Oj’»lul = ajuy et O;lug = Bjug, ol aj = £1, Bj = 1 et a; = B; pour chaque j. Dans ce cas,
une combinaison linéaire quelconque des vecteurs u; et us satisferait aussi la propriété (|1.16))
pour chaque j mais, par construction, elle ne donnerait pas lieu a un vecteur propre de A.
Nous pouvons donc utiliser cette propriété pour trouver plus facilement les modes normaux de
vibration de la molécule, mais nous devrons toujours vérifier qu'un vecteur ainsi trouvé soit un
vecteur propre de A.

Pour commencer, considérons le vecteur correspondant a un déplacement des trois atomes
d’hydrogene dans la direction radiale, tandis que ’atome d’azote reste dans sa position d’équi-
libre, comme il est illustré dans la figure [1.3(a). Ce vecteur est donné par

FIGURE 1.3 — (a) Mode de vibration non dégénéré dans le plan z = 0. (b) Mode de vibration
non dégénéré avec oscillation dans ’axe vertical.

1 3 1 3 1
upz—(—\/_ 7O;£7_§70;07 170707070) (117)

3\ 27 2777 2

Exercice : Vérifier que, pour un tel déplacement, le centre de masse de la molécule reste fixe.
Ceci nous assure qu’il s’agit d’un mode de vibration pure sans une composante de translation.

On peut démontrer que u, est invariant sous les transformations de symétrie de la molécule,
c’est a dire o1, 09, 03, C3, C3 1 E. Donc u, est un bon candidat pour devenir un mode propre
du systeme. Pour en étre siir nous devons le vérifier a la main.

Exercice : Vérifier que le vecteur est invariant sous toutes les transformations de
symétrie de la molécule. En particulier, vérifier que dans la relation on a a; = 1 pour
chaque j. Vérifier que ce vecteur est un vecteur propre de la matrice A et dériver la valeur
propre correspondante.

10
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Considérons maintenant le déplacement sur I’axe vertical ou I'azote est déplace dans la direc-
tion opposée a celle du plan des trois hydrogenes, illustré dans la figure (b) Ce déplacement
est défini par le vecteur

1
= (0,0,150,0,1;0,0,15 0,0, 1) , (1.18)

3+

avec u=3mg/mpy (avec cette condition le centre de masse reste fixe).

up=

Exercice : Comme pour le vecteur ([1.17]), vérifier la propriété d’invariance de (1.18)), que
aussi aj = 1 pour chaque j, qu’il est un vecteur propre de la matrice A et dériver la valeur propre
correspondante.

Ce vecteur est donc vecteur propre du systeme avec valeur propre différente de celle du
vecteur mais ayant exactement la méme symétrie (mémes ;) de ce dernier. Comme
remarqué avant, une combinaison linéaire de ces deux vecteurs serait toujours invariante sous
toutes les opérations de symétrie de la molécule mais ne serait pas vecteur propre du systéme.
Nous comprenons donc pourquoi nous sommes obligés a vérifier que les vecteurs trouvés sont
des vecteurs propres. Pour un autre systéme, il aurait été plus difficile de deviner leur forme, ou
les bons vecteurs propres auraient pu étre des combinaisons linéaires de ces deux vecteurs. Nos
considérations de symétrie nous ont quand-méme permis de nous restreindre a un sous-espace de
dimension 2 qui est facilement diagonalisable analytiquement. D’ou la puissance de la méthode.

Supposons maintenant qu’un vecteur u,; qui est vecteur propre de A ne satisfait pas a la
propriété O;u,; = +u,1 pour toutes les opérations de symétrie de la molécule. Nous avons donc
au moins une transformation O; telle que Ojup; = vy est un vecteur linéairement indépendant
de u,1. Nous avons pourtant vu que up doit étre vecteur propre de A avec la méme valeur
propre wg que le vecteur u,;. Nous avons donc trouvé un autre vecteur propre dégénéré avec le
premier. Nous pouvons répéter cette procédure en appliquant toutes les opérations de symétrie
aux deux vecteurs ainsi trouvés. Nous avons deux possibilités.

(i) Pour toutes les opérations de symétrie les vecteurs Oju,1 et Ojupy sont compris dans le
sous-espace généré par up; et u,e. Dans ce cas nous avons délimité un sous-espace invariant de
dimension 2, c. a d. toutes les opérations de symétrie appliquées sur un vecteur de ce sous-espace
donnent un vecteur qui appartient au méme sous-espace. Pour chercher des vecteurs propres a
partir des propriétés de symétrie, nous pouvons procéder par analogie avec le cas d’un vecteur
propre non dégénéré. Si nous arrivons a trouver deux vecteurs linéairement indépendants qui
engendrent un sous-espace invariant par rapport aux opérations de symétrie de la molécule, ces
deux vecteurs son des bons candidats pour étre vecteurs propres dégénérés de la matrice A. Il
ne nous reste qu’a vérifier qu’ils le sont.

(ii) Il existe au moins une opération de symétrie de la molécule O; telle que Ojup; ou Ojuye
donnent un vecteur u,3 qui est linéairement indépendant de u,; et ups. Ce vecteur est vecteur
propre de la matrice A dégénéré avec les vecteurs propres u,; et u,». Nous pouvons répéter
le raisonnement et distinguer encore deux cas, selon que le sous-espace a 3 dimensions ainsi
trouvé est invariant ou non. La procédure inverse nous dit que, une fois repéré un sous-espace
invariant de dimension 3, trois vecteurs propres linéairement indépendants quelconques dans ce
sous-espace sont des bons candidats pour étre des vecteurs propres dégénérés du systeme.

Avec cette procédure nous pouvons décomposer ’espace vectoriel de dimension 12 du pro-
bleme en plusieurs sous-espaces invariants sous les opérations de symétrie de la molécule. Cette
procédure nous simplifie la tdche de trouver les vecteurs propres du systeme. Dans la suite du
cours nous verrons que cette démarche s’appelle décomposition en représentations irréductibles
du groupe de symétrie du systéme. Nous apprendrons des techniques pour effectuer cette décom-
position de maniere systématique et ainsi trouver les vecteurs propres du systeme a 1’étude.

11



Physique Quantique II CHAPITRE 1. INTRODUCTION AU COURS

FIGURE 1.4 — Modes propres de vibration dégénéré dans le plan z = 0. Les déplacements en (a)
et (b) se transforment sous les opérations de symétrie de la molécule comme les composantes
et y d’un vecteur dans le plan.

Revenons a notre molécule d’ammoniac. Considérons le vecteur de déplacement illustré dans
la figure [1.4f(a)
1 (1 V3 1 /3

== s Uy 7__70;_17()’0;07070 ) 1.19
WETa\ Ty T ) (1.19)

Exercice : Vérifier que le vecteur (|1.19)) est un vecteur propre de la matrice A. Vérifier qu’il
n’est pas invariant sous les opérations de symétrie de la molécule.

Puisque ce vecteur n’est pas invariant, nous pouvons obtenir d’autres vecteurs propres dé-
générés avec le premier en appliquant les opérations de symétrie de la molécule. Remarquons
que le déplacement est uniquement dans le plan z = 0 et que toutes le opérations de sy-
métrie laissent ce plan invariant. Le sous-espace invariant ne peut donc pas avoir plus que deux
dimensions. Sans faire I'effort de générer le deuxieme vecteur par application d’une opération de
symétrie, nous pouvons choisir un deuxieme vecteur linéairement indépendant quelconque dans
le plan des trois hydrogenes. Choisissons le vecteur orthogonal au premier, obtenu par rotation
de m/2 des vecteurs uy, uy, us, illustré en figure [1.4|(b).

,0;0,—1,0;0,0,0), (1.20)

Ce vecteur est aussi vecteur propre de la matrice a. Ce choix des deux vecteurs n’est pas faite au
hasard. On pourrait en effet montrer que les deux vecteurs ((1.19) et (1.20]) sous les opérations
de symétrie de la molécule se comportent comme les composantes x et y d’un vecteur dans le
plan z = 0. Cela veut dire par exemple que pour chaque j, si Oju, = ajup; + bjuy, alors les
coefficients a; et b; son les mémes que pour la rotation S;% = a;X + b;§ dans 'espace a trois
dimensions. Par la suite nous verrons que, pour les molécules et pour les solides, les sous-espaces
invariants peuvent étre regroupés dans un tres petit nombre de catégories — les représentations
irréductibles — par rapport aux propriétés de transformation des vecteurs sous les opérations de
symétrie. Nous apprendrons a reconnaitre ces catégories et a dériver les vecteurs de base par des
méthodes systématiques.

Notre chemin est pratiquement arrivé au but. Nous avons trouvé les trois modes de trans-
lation, les trois de rotation et quatre modes propres de vibration. Nous pourrions, par une
procédure d’orthogonalisation de Gram—Schmidt, trouver les deux vecteurs propres restants et
diagonaliser le probleme dans le sous-espace correspondant. La méthode utilisée ci dessus nous

12
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FIGURE 1.5 — Modes propres de vibration dégénérés. Puisque ces deux modes entrainent une
déformation dans les trois dimensions, nous avons dessiné pour chaque composante la vue en
perspective (haut : (a) et (b) pour les deux composantes) et la vue projetée sur le plan horizontal

(bas : (c) et (d)).

simplifie encore la tache. Considérons le mode illustré en figure [L.5|(a) et (c)
1

/3 + 202 + p?

avec b=3H/L, H et L hauteur et c6té du triangle formé par les trois hydrogenes. Il est vecteur
propre de A et nous pouvons vérifier qu’il n’est pas invariant sous toutes les opérations de
symétrie. Puisque il ne nous restent que deux dimensions a disposition, il est évident que le
sous-espace invariant de ce vecteur est de dimensions deux. Un deuxieme vecteur est illustré en

figure [L5|(b) et (d)

Uy = (1,0,b;1,0,-b;1,0,0; —p, 0, 0) , (1.21)

1
Up=————
! V3 + 6a? + p?

avec a = b/\/3. Les constantes a et b sont choisies pour que les deux modes ne contiennes pas
une rotation rigide de la molécule.

0,1,a;0,1,a;0,1,-2a;0, -, 0) , (1.22)
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Chapitre 2

Introduction mathématique

Le but de ce Chapitre est de résumer les notions d’algebre nécessaires a la formulation de la
théorie des représentations des groupes.

2.1 Applications et opérations binaires

Considérons deux ensembles X et Y. Une application (ou fonction) f de X dans Y est définie
si, pour chaque élément x appartenant & X (x appartient & Xest abrégé par la notation x € X),
il existe un élément unique y en Y associé a x. Nous représentons cet élément par y = f(x) et
I’appelons image de = sous 'application f. Nous écrivons

f: X->VY | zoy=f(z). (2.1)

L’ensemble X est appelé le domaine de f et Y son image. L’ensemble des éléments de Y, qui
sont des images sous f d’un élément de X, est appelé I'image de X sous f et il noté par f(X).
En général f(X) est un sous-ensemble de Y (nous écrirons f(X) c Y') et n’est pas forcément
identique a Y.
L’application f est injective si

f(x)=f(a") = z=2". (2.2)

Pour une application injective, deux éléments de X ne peuvent pas avoir la méme image en Y.
Une application est surjective si f(X) =Y. Pour une application surjective donc, chaque élément
de Y est I'image d’au moins un élément de X. Une application qui est en méme temps injective
et surjective est dite bijective. Soit f une application de X en Y et g une application de Y en
Z. La composition ou produit de ces deux applications h: X — Z est alors définie par

h(z) =g (f(x)) - (2.3)

L’application h agit de X en Z et est notée par

h=g-f (2.4)

ou simplement ¢f lorsqu’il n’y a pas de possibilité de confusion avec d’autres opérations. On
remarque que f-g n’est pas nécessairement bien définie et que, quand elle existe, elle n’est pas
nécessairement égale & g- f. Considérons par exemple les fonctions de variable réelle f(xz) = z?

et g(y) = €Y. Nous avons
2

(9-(x)=g(a?) =€ (2.5)

14
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et
(f-9)(x) = f (") = €™ (2.6)

La composition d’applications est associative, c.a.d. si u, v, et w sont des applications de X - Y,
Y - Z, et Z - W respectivement, alors

(w-(v-u))(z) = ((w-v) u)(z). (2.7)
En effet, pour chaque = € X les deux cotés de cette égalité correspondent a 1’élément
w(v(u(z))) (2.8)

en W. Nous pouvons donc écrire

(w-(v-u))(z)=((w-v) u)(z)=w-v-u. (2.9)

Si f: X - Y est une application bijective, alors pour chaque élément y en Y il y a un élément
unique = en X tel que f(x) = y et, naturellement, chaque élément = a une image en Y. Nous
pouvons donc définir une application bijective Y - X, y — z telle que y = f(x). Cette application
est appelée I'inverse de f et est indiquée par f~1.

Souvent nous considérons des applications d'un ensemble X en lui-méme. Un exemple est
constitué par les fonctions a valeur réelle (complexe) d’une variable réelle (complexe). Définissons
I’application identité comme

e: X->X , zre(x)=z. (2.10)

Cette application est clairement bijective. Si f: X — Y est une application bijective, f~! existe
et nous avons

(f - N@)== (2.11)

pour chaque x. Nous écrivons donc
Tt f=ex, (2.12)
ou nous avons indiqué par ex ’application identité de X en X. Remarquez que nous avons aussi
fft=ey. (2.13)

Théoréme. Soient X et Y deux ensembles contenant le méme nombre n fini d’éléments[ll Les
trois affirmations suivantes sont équivalentes :

(i) f: X =Y est surjective,

(ii) f: X = Y est injective,

(iii) f: X - Y est bijective.
Preuve :

(i) = f(X) =Y. Donc f(X) est composé de n éléments, ce qui implique (ii).

(ii) = f(X) est composé de n éléments. Il s’ensuit que f(X) =Y, ce qui peut étre ramené
a la propriété (i).

Puisque (i) et (ii) sont I'une la conséquence de l'autre, (iii) est vraie aussi et le théoréme est
ainsi démontré.

Le produit cartésien X xY de deux ensembles X et Y est I’ensemble de toutes les paires
ordonnées (z,y) otz e X et ye Y. Si Y = X, alors X x Y est indiqué par X2. Par exemple, si
I’ensemble des nombres réels est indiqué par R, R? est I’ensemble des points dans un espace &
deux dimensions (un plan). De la méme facon nous pouvons définir X3, X4, etc. On appelle le

1. Remarquez que ce théoréme n’est pas valable pour deux ensembles qui n’ont pas le méme nombre d’éléments.
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graphe d’une fonction f: X — Y le sous-ensemble de X x Y qui contient les paires ordonnées
(z, f(2)).

Une relation R entre des éléments des ensembles X et Y est définie comme un sous-ensemble
de X x Y. Nous disons que z € X est en relation R avec y € Y si (z,y) € R. Dans ce cas nous
écrivons xRy.

Une relation d’équivalence — indiquée par x ~ y — est une relation entre des éléments d’un
ensemble X qui satisfait aux trois conditions suivantes :

(i) © ~ x pour chaque x € X (réflectivité).

(ii) z ~y = y ~ x (symétrie).

(iii) z ~y et y ~ 2 = x ~ z (transitivité).

Si dans un ensemble S nous avons défini une relation d’équivalence, alors ’ensemble des y € S
qui sont équivalents a = est appelé la classe d’équivalence de x. Nous indiquons cet ensemble par

Co={y; y~x}. (2.14)

Naturellement, C,. contient I’élément z.

Théoréme. Une relation d’équivalence entre les éléments d’un ensemble S divise I’ensemble en
classes d’équivalence disjointes. Ceci veut dire que

(i) z € Cy,

(ii)z~ry & Cp=Cy & C,nCy+2
Preuve : (i) est évidente. Nous démontrons (ii) en trois étapes.

a.x ~y = Cp = Cy. En effet, si z € Cy, y ~ 2, par transitivité z ~ z et donc z € Cj.
Donc, chaque élément de Cy est également un élément de C,. De la méme fagcon nous pouvons
démontrer que chaque élément de C, est en méme temps un élément de C,. Par conséquent
Cy =Cy.

b. Cp =Cy = CynCy # @ puisque z € C; et x € Cy, ce qui implique C; N Cy # @.

c. C;nCy#@ = z~y. Puisque C; nCy # @, il contient au moins un élément, disons z.
Donc z € C; et z € Cy, ce qui comporte z ~x et z ~y, d’oll  ~ y.

Ces trois implications completent la preuve du théoréme.

Considérons un ensemble S. Une opération binaire interne a S est une application
f:SxS->85. (2.15)

Cela veut dire que pour chaque paire ordonnée (x,y) d’éléments de S x S nous attribuons un

élément unique z € S : z = f(z,y). Cette opération est indiquée typiquement par xy et est

appelée le produit de x et y (dans cet ordre). Voici des exemples d’opérations binaires internes.
(i) Multiplication de nombres réels (z,y € R)

(z,y) »ayeR. (2.16)

(ii) Addition de nombres réels
(z,y)»x+y. (2.17)

Une opération binaire interne est dite commutative si
Ty =yT (2.18)
pour tout x,y € S. Elle est dite associative si, pour tout x,y,z € .5,
x(yz) = (zy)z. (2.19)
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Dans ce cas les parentheses sont superflues et nous pouvons indiquer le résultat de 'opération
par zyz. Nous définissons aussi 22 = zz, 2° = zzx, etc.
Soit S un ensemble et R une relation d’équivalence. Les classes d’équivalence forment un

ensemble dit le quotient S/R de S par R. L’application
S—-S/R (2.20)

définie par
z e Cy (2.21)

est surjective, puisque chaque élément de S/R est une classe d’équivalence.

Soit S un ensemble avec une opération binaire interne. Si des éléments ep et e, existent en S
tels que zep = x et epx = x pour chaque x € S, alors nous appelons ces éléments respectivement
identité droite et identité gauche. Si ey, et ep existent en méme temps, alors ils coincident et
nous appelons cet élément unique e. Nous avons dans ce cas xe = ex = x pour chaque x € S. En
effet, de la définition de e, et eg nous avons erer = er, = er. S’il y avait deux éléments identité
distincts e et €’ tels que ex = xe = x et €'z = ze’ = x pour chaque x, alors e = ¢’e = €’. Si pour
un élément x en S un élément z’, € S existe tel que xzz’, = e, nous disons que z', est un inverse
droit de z. Egalement, un inverse gauche est défini comme un élément z; tel que 2 e = e. Si Ty
et x existent en méme temps et si Popération est associative, alors =, = 2’ . En effet

2 =exy = (2hw)ay = 27 (valy) = 2fe =2 . (2.22)
Donc, pour une opération binaire associative, 2’ est un inverse de z si
xx'=2'r=c. (2.23)
L’inverse de x est unique. En effet, si 2" était un autre inverse de x, nous aurions
I

2" =a"e=a2"(xz") = (a"2)2’ =ex’ = 2. (2.24)

Nous indiquons l'inverse de z par z~!. Par exemple, dans I’ensemble des nombres réels R,
0 et 1 sont respectivement les identités (dites aussi éléments neutres) pour l’addition et la
multiplication. L’inverse de x pour 1’addition est —x. L’inverse pour la multiplication est 1/x si
z #0.

Théoréme. Considérons un ensemble S avec une opération binaire interne associative et un
élément identité e. Si x et y ont des inverses 27 et 1, alors xy a un inverse et

(zy) =y a7 (2.25)
Preuve :
(zy)(y e ) =a(yy e =zea =z = (2.26)
et
(2 ) (ay) =y (@ )y =y ey =y Yy =e (2.27)

2.2 Théorie des groupes abstraits

Un ensemble G, muni d’une opération binaire interne associative, est dit un groupe s’il
contient un élément identité (aussi dit élément neutre) et I'inverse de chacun de ses éléments.
Pour que G soit un groupe donc, il faut vérifier que :
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(i) Popération binaire est interne, c. a d. G est fermé sous cette opération,

(ii) Popération est associative,

(iii) Il existe un élément neutre e € G, c. a d. tel que ze = ex = x pour chaque z € G,

(iv) 2 G = 27l eq.
Si Popération binaire est commutative (c. & d. zy = yx pour chaque z,y € G), alors le groupe est
dit Abélien. Si un groupe contient n éléments, on dit que n est ’ordre du groupe. Un tel groupe
est dit fini. Un groupe qui n’est pas fini est dit infini.

Exemples de groupe :

(i) L’ensemble R des nombres réels muni de addition est un groupe abélien. L’élément neutre
est le 0 et I'inverse de x est —x.

(ii) L’ensemble R des nombres réels muni de la multiplication n’est pas un groupe. En ef-
fet, I’élément 0 n’a pas d’inverse. Par contre R — {0} muni de la multiplication est un
groupe abélien. L’élément neutre est le 1 et l'inverse de x est 1/x. Si C est 'ensemble des
nombres complexes et () 'ensemble des nombres rationnels, C' - {0} et @ — {0} munis de
la multiplication sont des groupes abéliens.

(iii) L’ensemble Z des nombres entiers muni de ’addition est un groupe. Il ne l’est pas si muni
de la multiplication.

(iv) L’ensemble {1, -1} muni de la multiplication est un groupe.

(v) Sin est un entier positif et w = e>™/", 'ensemble
{1, w, w?, ..., 0™

muni de la multiplication est un groupe. L’élément neutre est 1 et Pinverse de w” (0<k<
n-1) est w™*. La multiplication par e*® transforme le nombre complexe

zZ=Te

en
= iy = peil0+0)

Cette opération est une rotation de tous les points sur le plan complexe par un angle ¢ au-

tour de I’origine. Les nombres 1, w, w?,..., w™ ! représentent des rotations par 0, 27 /n, 2(27/n),..., (n-
1)(27/n) autour de lorigine. Les rotations par ces angles autour d’un axe fixe forment donc

un groupe abélien.

Soit G un groupe avec élément neutre e et H un sous-ensemble de G On dit que H est un
sous-groupe de G (muni de la méme opération binaire que G) si

(i) z,ye H = aye H,
(i) ve H = o teH.
Clairement, les propriétés (i) et (ii) impliquent que e € H. Exemples des sous-groupes sont
(i) G est un sous-groupe de G,
(ii) {e} est un sous-groupe de G,
(iii) Si G = R muni de 'addition, alors Z est un sous-groupe de G.
(iv) Si G = R— {0} muni de la multiplication, alors {1, -1} est un sous-groupe de G.

Théoréme du réarrangement. Soit G un groupe et m un de ses éléments. Les applications

G->G:x~mx,

T = ITm

sont bijective.
Preuve :
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i) & —» max est surjective, puisque pour chaque y € G, m "y € G et m(m™"y) =y. Donc y es
i t surjecti i h G,mlyeG et -1 D t
I'image de m™'y sous cette application.

1 1

(ii) 2~ ma est injective puisque mx =mz’ = m™'mz =m~ " ma’ = z =1’

La preuve est similaire pour la deuxieme application. Ceci montre que les ensembles mG et Gm
sont des réarrangements des éléments de G. Ce théoreme nous permet d’écrire des tables de
multiplication pour les groupes finis de petit ordre. Les tables de multiplication s’écrivent de la
fagon suivante

a b c
ala® ab ac
ba b  be

ca cb A

Le théoréme du réarrangement dit que chaque ligne et chaque colonne de la table contient tous
les éléments du groupe. Sur une ligne ou sur une colonne aucun élément est répété. Donc chaque
ligne ou colonne est un réarrangement des éléments du groupe. Comme exemple nous pouvons
écrire les seules tables de multiplication possibles pour les groupes d’ordre deux et trois.

®
Qe oo
o Qe
S 0 o

Le théoreme du réarrangement montre qu'un groupe d’ordre n est un sous-groupe du groupe des
permutations de n objets (théoréme de Cayley). Ce théoréme est trés important puisque il réduit
considérablement le nombre de possibilités d’écrire la table de multiplication d’un groupe. Grace
a ce théoreme nous avons vu qu’un groupe d’ordre 3 est unique et nous avons pu écrire sa table de
multiplication sans spécifier la nature de ses éléments ou de 'opération interne. Plus en général,
nous pouvons construire les tables de multiplications en utilisant deux critéres fondamentaux.
Premiérement, la table doit satisfaire au théoreme du réarrangement. Deuxiémement, la table
ainsi obtenue doit aussi satisfaire a la propriété associative, c’est-a-dire a(bc) = (ab)c, pour tous
les éléments. Nous verrons dans ’exercice de la Série 2 comment, & partir de ces deux criteéres,
nous pouvons obtenir les deux seuls groupes non équivalents d’ordre 6.

Considérons un élément a d’un groupe fini G. L’ensemble {e, a, a?,.. .} est un sous-ensemble
de G et il est par conséquent fini. Ils existent donc des nombres entiers m et k, avec m > k tels
que a™ = a* ou a™* = a™ = ¢, ot n = m—k. Il est donc toujours possible de trouver une puissance
de a égale a 1’élément neutre e. Soit n 'entier positif plus petit pour lequel cette propriété est
vérifiée. Nous avons que

H={e a,d*,...,a" "} (2.28)

est un sous-groupe de GG. Nous disons que H est généré par a. Un groupe de la forme de H est
dit cyclique. 1l est clairement abélien.

On appelle un sous-groupe propre de G un sous-groupe autre que {e} et G.

Soit G un groupe et H un des ses sous-groupes propres. Nous définissons une relation d’équi-
valence entre les éléments de G comme suit : si x,y € G et 271y € H, alors x et y sont équivalents
et nous écrivons x ~ y. Démontrons qu’il s’agit effectivement d’une relation d’équivalence

ly=ecH.

(i)  ~x puisque =~
(ii) z~y = y~z, puisque 27y e H = (z7ly) =y loeH.

(iii) s~y et y~z = x~ 2z puisque s lye Het ylze H = a2 lyy tz=a"t2e H.
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Cette relation d’équivalence permet donc de diviser les éléments de G en classes disjointes. Si
Yy € H, alors y est égal & un élément de H multiplié & gauche par z. Nous indiquons ’ensemble
ainsi construit par le symbole

Cp=aH (2.29)

et 'appelons co-ensemble a gauche. L’application H — xH est bijective. En effet, chaque élément
z € xH est 'image de x7 'z € H, ce qui implique que I’application est surjective. Elle est aussi
injective puisque pour y,y’ € H nous avons que zy = zy’ = y=1v'.

Nous pouvons également définir une deuxieéme relation d’équivalence z ~y si yz~' € H. Nous
pouvons ainsi introduire le concept de co-ensemble d droite (Hx) de la méme manieére qu’avant.

Théoréme. Si GG est un groupe fini et H un sous-groupe propre de G, alors 'ordre de H est
un diviseur de l'ordre de G.

Preuve : Considérons les co-ensembles a gauche de H. Ils sont tous disjoints ou identiques
(puisque ils sont des classes d’équivalence). Siil y a n co-ensembles a gauche distincts, leur union
est GG. Donc, si nous indiquons par g et h les ordres respectivement de G et H, alors g = nh
et le théoréme est démontré. Un corollaire simple est qu'un groupe d’ordre prime n’a pas de
SOus-groupes propres.

Nous allons maintenant introduire le concept d’homomorphisme. Un groupe G est dit homo-
morphe a un groupe H s’il existe une application h: H — G telle que

(i) h est surjective, c. a d. h(H) =G.

(ii) h(zy) = h(z)h(y) pour chaque paire d’éléments x, y en H.
Remarquez que si H = {e, x,y,...}, les éléments h(e), h(x), h(y) de G ne sont pas néces-
sairement distinct. La seule chose nécessaire est que chaque élément de G soit 'image d’au
moins un élément de H. L’application h est appelée un homomorphisme et indiquée par G =
hom H. Par exemple, si G consiste d’'un seul élément e, alors h(z) = €’ pour tous = € H

est un homomorphisme. Le groupe G = {1, =1} muni de la multiplication est homomorphe &
Z={...,-3,-2,-1,0,1, 2,...} muni de l'addition, avec

si x est paire
si x est impaire.

h(z) :{ t (2.30)
Théoréme. Si le groupe G = {¢’, a’, V', ...} est homomorphe & H = {e, a, b,...} par 'homo-
morphisme h, alors
h(e) =€’ (2.31)
et
h(z™h) = h7 (), (2.32)

pour chaque x € H. Preuve :

h(z) = h(xe)=h(x)h(e)
h(z) = h(ex)="h(e)h(x)
h(e)h(z) = h(z)h(e) = h(x) (2.33)

ce qui implique que h(e) est 'élément neutre de G et il est forcement égal a e’

h(zaz™) = h(z)h(z™t) =h(e)=¢€
h(z™rz) = h(z"Dh(z)=hle)=¢€
ce qui comporte
h(z)h(z™) = h(z"h(z) = € (2.34)
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et donc h(x™!) est I'inverse de h(z) en G.

Nous introduisons également le concept d’isomorphisme. Deux groupes H et G sont iso-
morphe s’il existe une application bijective h : H - G telle que h(xy) = h(z)h(y) pout tous
x,y € H. Clairement, si G est homomorphe & H et H et homomorphe a G, alors H et G sont
isomorphes.

Théoréme. Soit G = hom H. L’ensemble de tous les x € H tels que h(x) = ¢’ est un sous-
groupe de H qu’on appelle le noyau de h. Nous l'indiquons par ker h.

Preuve :

(i) eeker h puisque h(e) =¢'.
(i) zeker h = h(z) =¢' = h(z™}) =h71(z)=¢".
(iii) =,y eker h = h(xy) = h(z)h(y) =€’ = zy € ker h.

Introduisons maintenant le concept de classe conjuguée. Soit G un groupe. Si x,y € GG, nous
disons que ¥y est un élément conjugué de x s’il existe un élément u € G tel que

y=utzu. (2.35)

Celle que nous venons de définir est une relation d’équivalence. En effet :

lge, c.ad., x~ux,

(i) x=e"
(i) y=ulou = z=uyu ™t = () yut = z~y, siy~a,
(iii) = ~y et y ~ 2z = ils existent u et v € G tels que = = u”lyu et y = v='zv. Il s'ensuit que
r=u v zou = (vu) L z(vu) = 2~ 2
Par ce théoreme, la relation de conjugaison divise les éléments du groupe G en classes dis-
tinctes qu’on appelle classes conjuguées ou simplement classes. Par la suite, nous utiliserons
le mot classe , sans autre qualification, pour parler d’une classe conjuguée. Nous indiquons la
classe composée par les éléments conjugués a x par le symbole C,. Remarquez qu’en général
C, n’est pas un groupe. Remarquez aussi que la classe C. ne consiste que de ’élément e :

C. = {e}. L’application f, définie par
fu: Co—Cosz e fu(z) =utzu (2.36)

avec x € C, et u € G, est bijective. En effet, f, est surjective puisque, si x ~ a, alors z est 'image

par f, de uzu! ~ a. Elle est aussi injective puisque f,(z) = fu(2') = v lru=v't2'v = z =2

Donc, ensemble u™'Cyu est simplement un réarrangement de Cy,. Nous pouvons donc écrire
uwtCuu = Cy,. (2.37)

Un sous-groupe N d’un groupe G est dit un sous-groupe invariant ou un diviseur normal de G
s’il est composé uniquement de classes conjuguées entiéres. Cela veut dire que la conjugaison
de tous les éléments d’un sous-groupe invariant par un élément u de G induit simplement un
réarrangement de ses éléments, c. a d.

u'Nu=N. (2.38)

Nous pouvons également écrire
Nu=uN. (2.39)

Donc les co-ensembles droit et gauche d’un sous-groupe invariant sont égaux. Considérons main-
tenant un ensemble F composé des co-ensembles droits de N

Cy=Nu. (2.40)
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Nous définissons maintenant une loi de composition des éléments C,. Considérons C,, et C, et
construisons ’ensemble contenant tous les produits d’un élément de C,, par un élément de C,.
Nous avons ainsi construit ’ensemble C,,C,, qui contient des éléments de G. Remarquez que nous
ne tenons pas en compte les répétitions des éléments : dans C,C, chaque élément est contenu
une seule fois. Si x et y sont éléments de N, alors un élément typique de C, est xu et un élément
typique de C,C, est zuyv. Cette opération de composition satisfait a la propriété

CuCly = Cuy . (2.41)

En effet

CuChy (Nu)(Nv) = (Nu)(Nutuv) = (N) (uNvw ™ uw

(N)(Nuv) = (NN)(uv) = Nuv = Cyy , (2.42)

ou nous avons pu utiliser NN = N grace au théoréeme du réarrangement. Muni de cette opération
interne, I’ensemble F est un groupe. En plus, F est homomorphe a G. Nous appelons F le
quotient de G par N et écrivons

F=G|N. (2.43)

Le groupe F est appelé également le groupe facteur de G par rapport au sous-groupe invariant
N.

Nous introduisons maintenant un nouveau type de multiplication entre deux ensembles.
D’abord établissons la notation [S] pour indiquer que, si dans 'ensemble S il y a des éléments
répétés, nous les gardons. Par exemple, si [S] = {a, a, b, ¢, ¢, ¢}, alors S = {a, b, c}.

Nous avons vu que, si C' est une classe conjuguée d’un groupe G et z € G, alors 2~ 'Cx = C.
Soit [R] un ensemble d’éléments de G composé uniquement de classes entieres. Par cela nous
voulons dire que, si un élément x € G est contenu en [R] n fois, alors chacune de ses éléments
conjugués sera aussi contenu en [R] un nombre égal de fois.Alors, pour chaque u € G nous avons

uRJu=[R]. (2.44)

Au contraire, si [R] satisfait & cette relation pour chaque u € G, alors [R] est composé de
classes entiéres. Cette derniére implication se démontre comme suit. Supposons que [R] ne soit
pas composé de classes entieres. Soit [R'] le plus grand sous-ensemble de [R] composé de classes
entieres. Puisque

w R Tu=[R]. (2.45)

pour chaque u € G, alors il s’ensuit que I’ensemble résidu
[R"]=[R]-[R] (2.46)

satisfait a
w R u=[R"]. (2.47)

Nous devons donc montrer que 'ensemble [R"] est vide. [R”] ne peut pas contenir e puisque e
constitue tous seul une classe entiére.Supposons que [R”] ne soit pas vide et soit x un élément
de [R"]. Puisque [R"] ne contient pas de classes enticres, alors il doit y avoir un élément
y de G, conjugué & x et qui n’est pas contenu en [R”]. Mais y = wlzu pour un u € G et,
puisque u 1 [R"]u = [R"], alors y € [R"”]. Nous avons atteint une contradiction. Donc nous
avons nécessairement

[R"]=2. (2.48)

Nous pouvons ainsi formuler le théoréme suivant.
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Théoréme. Une condition nécessaire et suffisante pour que [R] soit composé uniquement
de classes entiéres d’un groupe G est que, pour chaque u € G

uRu=[R]. (2.49)

Soit H un groupe fini d’ordre h et Ci = {e}, Ca,..., Cy, ..., Cn, ses classes. Nous indiquons
par 1, le nombre d’éléments dans la classe C), et par N¢ le nombre total de classes. Nous avons
donc

N¢
Yonu=h. (2.50)
p=1

Soient X et Y deux sous-ensembles de H. Construisons les produits zy des éléments z de X et
y de Y, en gardant les éléments répétés. Nous définissons ’ensemble

XY =[zy] (2.51)
qui contient tous ces éléments. Soient C), et C,, deux classes de H. Prenons le produit
C,-Cy =[], (2.52)
ou u et v sont respectivement éléments de C), et C,,. Pour chaque x € H nous avons
21, Oy = [v7 uwz] = [27 uaa va] = C, - Cy . (2.53)

Il s’ensuit que C), - C), est composé uniquement de classes entieres et nous pouvons écrire sym-
boliquement

N¢
CN Oy = Z n/,u/)\c)\ ) (254)
A=1

oll ny,) sont des nombres entiers non négatifs. La somme indique la collection de classes ot
chaque élément C) est répété n,, fois. Les coefficients n,,\ satisfont la propriété de symétrie

suivante
Npv\ = Nyp - (255)
Cela suit de
C,-C,=C,-Cy. (2.56)
En effet
Cy-Cy = [w] = [wuu]=C, - O, (2.57)

puisque wvu~! est un élément typique de C, et, lorsque v parcourt les éléments de C,,, wvu™"

parcourt les mémes éléments dans un ordre différent. Puisque C; = {e}, alors
Ci-C,=0C, (2.58)

ce qui implique
Mg\ = Ny1) = 5,,)\. (2.59)
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Chapitre 3

Théorie des représentations

Le but de ce Chapitre est de formuler la théorie des représentations des groupes discrets.

3.1 Représentations

Considérons un groupe H. Supposons maintenant d’avoir un ensemble G de transformations
linéaires dans un espace vectoriel et que cet ensemble forme un groupe muni de la loi de com-
position entre transformations. Supposons aussi que le groupe G est homomorphe au groupe H.
Le groupe G de transformations linéaires est alors appelé une représentation du groupe H.

Nous pouvons toujours exprimer des transformations linéaires sous forme de matrices carrées
définies a partir d’une base pour ’espace vectoriel en question. Dans ce cas, I'opération interne
pour le groupe G est simplement le produit entre matrices. Soient H = {e, z, y,...} et G =
{T'(e), I'(x), I'(y),...}. Puisque I'application I" est un homomorphisme, nous avons

D(ay) = D(@)0(y). (3.1)

Nous appelons la dimension d’une représentation la dimension de ’espace vectoriel dans lequel
cette représentation est définie.
Donnons ici quelques exemples de représentations :

(i) I'(z) = 1, la transformation identité, pour tout x € H. Cette représentation est dite la
représentation identité ou totalement symétrique.

(ii) Considérez le groupe O(3) des transformations orthogonales dans ’espace & trois dimen-
sions. Ce groupe est composé de toutes les rotations et de I'inversion (il est donc un groupe
infini). Ces transformations sont représentées par les matrices orthogonales 3 x 3. Ces ma-
trices forment une représentation du groupe O(3). Une autre possible représentation du
groupe O(3) est définie dans I’espace a une dimension. Elle associe a chaque élément = du
groupe O(3) la transformation linéaire qui revient & multiplier un vecteur dans I’espace a
une dimension par det(R;), ou R, est la matrice 3 x 3 relative & la représentation a trois
dimensions définie ci-dessus. Cette représentation a une dimension est souvent appelée
représentation déterminante.

(iii) Considérez les matrices 12x12, définies par et ainsi que dans le point (iii) de
la Série 1 d’exercices. Lorsqu’une molécule d’ammoniac subit une rotation dans ’espace,
ces matrices représentent l'effet d’'une telle rotation dans l’espace a 12 dimensions des
vecteurs de déplacement des atomes qui composent la molécule. Nous avons vérifié dans
la Série 1 que ces matrices forment un groupe qui est homomorphe au groupe Cj3,. Ces
matrices sont donc une représentation du groupe (3, dans un espace de dimension 12.
Nous verrons qu’en général la premiere étape de 'application de la théorie des groupes
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a la physique consiste a trouver la représentation du groupe de symétrie dans 1’espace
vectoriel des configurations du systéme. Pour des modes de vibration d’une molécule, ¢’est
I’'espace généré par les vecteurs de déplacement. Pour un systéme quantique, par contre,
il s’agira de l'espace de Hilbert des états quantiques du systeme.

Théoréme. Soit H = {e, z, y,...} un groupe et I'(x) une représentation de H. L’ensemble
des éléments de H tels que I'(z) = T'(e), ou I'(e) est l'identité pour la représentation I', est un
sous-groupe invariant de H.

Preuve : Dans le rappel de théorie des groupes du chapitre précédant nous avons vu que,
pour un homomorphisme T', T'(e) est I'identité et T'(z™1) = I"}(x). L’ensemble d’éléments tels
que I'(x) =T'(e) est un sous-groupe invariant puisque :

(i) il est un groupe. I'(z) = T'(e) et I'(y) =T'(e) = I'(zy) =T'(e); il y a un élément neutre
I'(e) et, si I'(z) =T'(e), alors I'(x~t =T (x) = T'(e).

(ii) le groupe est invariant puisque si I'(xz) = I'(e), alors pour chaque u € H nous avons
I'(utzu) =T(u )T (e)(u) = T(utu) =T'(e).

Définition. Les représentations I'(z) et T'(xz) d’un groupe H = {e, z,y,...} sont dites
équivalentes si une transformation non-singuliere S existe, telle que

I'(z) = S'T(x)S, (3.2)

pour chaque x € H.

Théoréme. Chaque représentation I' d’'un groupe H d’ordre fini h est équivalente a une
représentation unitaire.

Preuve : Soient ¥ et ¢ deux vecteurs quelconques dans ’espace vectoriel des transformations
I'(z) définies par la représentation de H. Définissons

LS r@yulr o)), (3.3)

h xeH

{lo} =

ou (&|n) est le produit scalaire ordinaire entre les vecteurs £ et 7. On peut vérifier que opération
{¥|¢} est un produit scalaire. Nous rappelons qu’un produit scalaire doit satisfaire les trois
propriétés
(i) (&lm) = (nl¢)* pour chaque &, 7,
(ii) (&lan + br) = a(&|n) + b(¢|v) pour chaque &, n, v, avec a, b complexes,
(iii) (&|€) > 0 pour chaque £ #0.

Nous pouvons donc, a partir d’une base orthonormée {¢; } selon le produit scalaire (£|n), construire
une base orthonormée selon le produit scalaire {1|¢} (par exemple en utilisant la procédure d’or-
thogonalisation de Gram-Schmidt). Nous avons que pour chaque y € H

{L(YIT(y) o}

% S U(T(@)T(y) [T ()T (y)0)
xzeH

% ST (2y) [T (2y) )
xeH

- o), &4

ou la derniere égalité suit du théoréme du réarrangement. Cela veut dire que I'(y) (y € H) est
un opérateur unitaire selon le produit scalaire {1|¢}. Nous pouvons construire explicitement
la transformation unitaire S qui relie la représentation I" a une représentation unitaire selon

25



Physique Quantique II CHAPITRE 3. THEORIE DES REPRESENTATIONS

le produit scalaire ordinaire. Considérons la base initiale {¢;} et la base d’arrivée définie par
¢; = Se;. Si
§=) e (3.5)
i

et
n= Z Bi€i (36)

alors

{S¢€[Sn}

ZZa;,Bj{Sei\Sej}

= ia?ﬂj{¢i|¢j}

- Yl

- () (37)

Il s’ensuit que

(ST'T(2)SY|S™'T(2)S¢) = {T(2)SY|(x)S¢}

{SvIS¢} = (le) . (3.8)

Cela preuve que la représentation
I'(z)=5'T(z)S (3.9)

est unitaire.

Une représentation I' de dimension ! peut étre considérée comme un ensemble de transfor-
mations linéaires dans 'espace vectoriel C! formé par les vecteurs & | composantes complexes.
Si {¢;} est une base orthonormée en C!, nous pouvons exprimer un vecteur & comme

!
=Y aig;. (3.10)
i-1
Les opérateurs I'(x) appliqués aux vecteurs de base donnent
l
D(z)gi = Y. ¢Tji(x), (3.11)
j=1

ou I'j;(x) sont les composantes d’une matrice {x/. Nous pouvons ainsi écrire le vecteur transformé
comme

! I !

¢ =T(x) =) ol (x)¢; = ) ¢; Y ailji(z). (3.12)
i=1 j=1 =1
Les composantes de &' = Y, aj¢; sont
!
Oz; = Z Fij(:c)aj . (313)
j=1

Soient F(l), F(Q), ey '™ des représentations d’un groupe. Nous pouvons trouver une nou-

velle représentation en construisant des matrices ayant la forme

() 0o 0 .. 0
ray - Y F(Q):(“T) 00 (3.14)
0 0 0 ... T(g)
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Si les représentations I'™) ont respectivement dimensions ;, alors la représentation I a dimension

l:

M=

I; (3.15)

=1

Nous indiquons symboliquement la représentation I' par
r-rWer®e.. or, (3.16)

Certaines représentations parmi les @ peuvent étre identiques. Si par exemple la représentation
') apparait deux fois nous l'indiquons par 2I'™. 11 est donc clair qu’il n’y a pas de limite au
nombre de représentations qui peuvent étre construites. La structure de la représentation
est une structure par blocs, le i-eme bloc étant donné par la matrice relative a la représentation
T'®. 11 est trés important de remarquer que pour la représentation I', ’homomorphisme avec
le groupe H n’existe que si une telle structure en blocs est valable pour chaque élément x du
groupe. Si maintenant nous effectuons une transformation unitaire

I'(z)=S'T'(x)S, (3.17)

ou S est une matrice unitaire [ x [, les matrices I''(z) n’auront plus en général un structure en
blocs, tandis que la représentation I'' est équivalente a la représentation T

Si au contraire, donnée une représentation I', nous arrivons a trouver une transformation
unitaire S telle que les matrices de la nouvelle représentation I''(z) = S7'I'(x)S ont toutes la,
méme structure en blocs, on dira que nous avons réduit la représentation I' en une somme de
représentations. La possibilité d’effectuer une réduction d’une représentation est a la base de
la théorie des représentations et de ses applications en physique. Nous allons donc discuter ce
concept de maniere un peu plus rigoureuse.

Soit {¢;} une base orthonormée dans I’espace vectoriel relatif & une représentation I'. Con-
sidérons le vecteur € = Zﬁzl a;¢; et étudions 'effet de I'(x) sur €. Supposons de constater que, si
a; =0 pour i > [y + 1, alors application de I'(z) & £ produit des vecteurs pour lesquels une telle
propriété reste valable, et cela pour tout x. Nous disons alors que le sous-espace généré par les
vecteurs ¢1, ¢2,. .., ¢, est invariant sous les transformations I'(x).

Imaginons maintenant d’avoir un groupe H et une représentation I'(x) dans un espace V,
a n dimensions. Supposons qu’il existe dans V}, un sous-espace propre M, de dimension [ < n,
invariant sous toutes les transformations I'(x). Soit {¢1, ¢2,..., ¢} une base de M. L’invariance
de M implique que

!
D(z)gi = > Tji(z)d;, i=1,2,..., 1. (3.18)
j=1
Nous pouvons construire une base pour ’espace vectoriel V,,, qui contient les vecteurs ¢1, ¢2,..., ¢;
comme sous-ensemble. Une telle base contient les vecteurs ¢1, ¢, ..., ¢ et les n —1 vecteurs de
base restants ¢;1, ¢r42,..., ¢n. Nous avons
l n
F($)¢Z = Z I‘ﬂ(x)@ + Z Fﬂ(x)qﬁj s =10+ 1, [+ 2, o, N (319)
j=1 j=i+1

Cela montre que, dans une telle base, les matrices de la représentation ont la forme

I'(z) =( 103 g ) (3.20)

ou P et T sont des matrices carrées de dimensions respectivement [ x [ et (n —1) x (n —1).
Si un tel sous-espace invariant M peut étre trouvée, nous disons que la représentation I' est
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réductible. En d’autres mots, une représentation I' définie dans un espace vectoriel V,, de di-
mension n est réductible s’il existe un sous-espace propre non vide de V,, qui est invariant sous
toutes les transformations du groupe. Si un tel sous-espace n’existe pas, la représentation I
est dite irréductible. Une représentation est dite complétement réductible si, pour chaque sous-
espace propre non vide M invariant sous les transformations du groupe, le complément ortho-
gonal N de M est aussi invariant. Clairement, une représentation unitaire d’un groupe qui
est réductible est automatiquement aussi complétement réductible. En effet, les transformations
unitaires I'(z) conservent par définition I'orthogonalité. Puisque les sous-espaces ayant comme
base ¢1, ¢o2,..., ¢ et di1, G2, .., Pn sont orthogonaux, ils le seront aussi apres application
des transformations I'(x). Dans I'expression donc le bloc @) est identiquement nul. Nous
avons vu que pour les groupes finis, chaque représentation est équivalente & une représentation
unitaire. Pour les groupes finis il ne faut donc pas distinguer entre les concepts de réductibilité
et réductibilité compléte. Par réductible nous indiquerons donc par la suite une représentation
completement réductible.

Nous développons maintenant des criteres pour établir I'irréductibilité d’une représentation.
Ces criteres prennent la forme des deux lemmes de Schur.

Lemme de Schur 1. Une transformation qui commute avec toutes les transformation d’une
représentation irréductible d’un groupe est une transformation constante, ¢’est a dire un multiple
de l'identité.

Preuve : Soit H le groupe et x un de ses éléments. Soit I'(x) la transformation associée &
x dans la représentation irréductible I'. Soit M une transformation dans I’espace de définition
de T". Nous devons montrer que, si

MT(x) =T(x)M (3.21)

pour tout x € H, alors M est un multiple de 'opérateur identité. Si M = 0 le lemme est démontré.
Supposons que M # 0. Soit S I'espace vectoriel de définition de T'. Si £ € S, I'ensemble {ME}
constitue un espace vectoriel que nous indiquons par M (S). En général M (S) est un sous-espace
de S. De I'équation nous déduisons que

MT ()¢ = T(z) M¢ (3.22)

pour chaque z. Donc I'(z) appliquée a M donne un élément de M (S). Cela revient a dire que
M(S) est invariant sous I'. Puisque T" est irréductible, M (S) ne peut pas étre un sous-espace
propre de S. D’ailleurs, puisque M # 0, M (.S) ne peut pas non plus étre 'ensemble {0} contenant
seulement le vecteur zéro. Il s’ensuit que M (.S) = S. Ce résultat montre que 1’espace des vecteurs
£ tels que M€ = 0 ne contient que le vecteur zéro. Donc M n’est pas singulier. Soit A,; une valeur
propre de M et ¢, son vecteur propre correspondant. Définissons M’ = M - \,,1. opérateur
M’ satisfait a la condition pour chaque z et, si M’ # 0, alors M'(S) est un sous-espace
invariant de S sous I'. Mais M'(.S) ne contient pas les vecteurs générés par ¢,,. Cela impliquerait
que I' est réductible, ce qui contredit ’hypothese initiale. Donc M’ = 0, impliquant

M =1, (3.23)

ce qui prouve le lemme.

Lemme de Schur 2. Considérer un groupe H et deux représentations irréductibles non
équivalentes M et '), définies respectivement dans les espaces vectoriels S; et Sy de dimension
1 et lo. Soit M une application linéaire de S7 en Sy qui satisfait a la propriété

MTD (2) =T (2) M (3.24)

pour chaque x € H. Alors M = 0.
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Preuve : Supposons que M # 0. En général I'image de M appliquée a S; est un sous-espace
M(S7) de Ss. Si € €5y, alors
MTO ()¢ =T (z)Me (3.25)

ce qui implique que M(S;) est un sous-espace invariant de Sy sous I'®). Puisque I'®) est irré-
ductible et M # 0, nous avons
M(Sy)=Ss. (3.26)

Puisque la dimension de M (S1) est < l1, nous déduisons que ls < I1. Supposons pour I'instant que
' et I'® soient unitaires. Prenons ’'Hermitien conjugué des deux cotés de 'équation .
Nous obtenons

rM()ymt = MT®(2). (3.27)

Par le méme argument qu’avant, nous avons M T(Sg) =57 et I; <ly. Mais alors I1 =y et M est
non-singulier. Ceci impliquerait que I'M et T3 sont équivalentes, une contradiction par rapport
a notre hypothése initiale. Nous pouvons éliminer la contrainte sur I'unitarité de M et T3 Sj
ces représentations ne sont pas unitaires nous pouvons montrer que F(l)T(m_l) F(Z)T(aj_l) sont
des représentations irréductibles. En effet, pour chaque I'(z) nous pouvons définir

D(x) =TT(z™1). (3.28)

La transformation ainsi définie est irréductible. DM () et D) (z) sont définies dans les espaces
duals de T et T(?). Elles sont des représentations puisque

I Hri(y™)

= T HrE)T

= (T a™)f

= TH((zy)™)

= D(zy). (3.29)

D(x)D(y)

L’équation (3.24) nous donne
DW ()Mt = MTDP (z) (3.30)

pour chaque x € H et la démonstration suit comme avant.
Corollaire. Condition nécessaire et suffisante pour que une représentation unitaire I' d’'un
groupe H soit irréductible est que la toutes les transformations M telles que, pour chaque z € H,

MT(z) =T(2)M , (3.31)

soient des multiples de I'identité.

Preuve : Comme conséquence du premier lemme de Schur, la condition est nécessaire. Pour
prouver qu’elle est aussi suffisante nous supposons, par absurde, que toutes les transformations
linéaires M satisfaisant la condition sont des multiples de I'identité mais que I' est réduc-
tible. Soit S ’espace vectoriel de définition de I' et 57 un sous-espace propre, non vide, invariant
sous I'(x) pour tout z. Puisque I' est réductible, nous sommes surs qu’un tel sous-espace existe.
En plus, puisque I' est unitaire, le complément orthogonal de S, que nous indiquons par Sz, est
aussi invariant. Considérons maintenant un opérateur linéaire M tel que

M& =mi& (3.32)

et
Mé&s =ma&s, (3.33)
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ou & €51, & € So, et my # mo. Clairement, M commute avec toutes les I'(x) mais il n’est pas
un multiple de I'identité. Ceci entraine une contradiction a I’hypothese de départ. Il s’ensuit que
I' doit étre irréductible.

Grand théoréme d’orthogonalité. Soient I'1) et T'®) deux représentations unitaires ir-
réductibles non équivalentes d’un groupe fini H d’ordre h. Nous avons

(i) > @) («) =0, (3.34)
xeH
(i) ZHrgy*( )F(l)(:r)— : (3.35)

ou l1 et Il sont respectivement les dimensions des représentations ' et 02,
Preuve : (i) Considérez une matrice arbitraire X ayant [y lignes et I3 colonnes. Construisez

M= TWEHXT® (). (3.36)
xeH

Pour chaque élément y de H nous avons

MEO(y) = ¥ TOIO IO @)X @r(y)
xzeH

T (y) S 1O ((2y) ™) XTP (2y)
xeH

MM, (3.37)

ou dans la derniere égalité nous avons utilisé le théoréme du réarrangement. Selon le deuxiéme
lemme de Schur, M = 0 et ceci est valable pour une matrice X arbitraire. En explicitant les
indices, nous pouvons réécrire M =0 comme

> S @) x, T (@) = 0. (3.38)

zeH ik

En posant X;. = 0 pour tout 7 et k sauf pour une paire ¢,k donnée, pour laquelle il faut poser

Xk =1, nous obtenons ([3.34).

(ii) Si la représentation I'®) est identique & I'D. par la méme procédure qu’avant nous
pouvons conclure que I'opération linéaire

M= TWEHXTW (2) (3.39)
xreH

commute avec tout T (y) (y € H). Selon le premier lemme de Schur, la matrice M est un
multiple de I'identité
M =¢(X)1, (3.40)

ol ¢(X) est un nombre qui dépend du choix de X. Nous allons maintenant dériver ¢(X). Pour
cela, nous écrivons M en explicitant ses indices. Nous avons

> ST @)Xl (@) = e(X)dj. (3.41)
zeH ik

Nous posons maintenant [ = j et sommons sur j

S 3 X Zr(” TP (a7 = lhe(X). (3.42)

zeH 1,k
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Puisque I'M) ()" (27!) est la matrice identité, nous obtenons
h
o(X) = l—Tr(X) . (3.43)
1

Choisissons X comme avant, tel que X;; = 1 pour une paire donnée i,k et X;. = 0 pour les
autres. Nous obtenons exactement la relation (3.35). Nous pouvons combiner (i) et (ii) de la
facon suivante

> (%) F(z)*( )( ) T (2) = 6ij0kmOin (3.44)

xzeH
ou
(D (T * (1) =
Z F]cl (:L')an (CL') = ;(Sij(skm(sln; (345)
zeH 7
ott T® et TU) sont deux représentations irréductibles unitaires quelconques de H ; 0ij = 0 si @
et TU) ne sont pas équivalentes tandis que 0;5=1si r@=prw
Nous pouvons voir I’équation (3.44)) comme 'expression de l'orthogonalité d’un ensemble de
vecteurs orthonormé dont les composantes sont

(—) 1) (). (3.46)

Remarquez que l'indice des composantes de ce vecteur est le x qui parcourt les éléments du
groupe H. Ces vecteurs sont donc définis dans un espace vectoriel de dimension h que nous
indiquons par C". Puisque il ne peut pas y avoir plus que h vecteurs mutuellement orthogonaux
en C", le nombre de représentations irréductibles non-équivalentes est fini et ne peut pas excéder
h. Soit Nt le nombre de représentations irréductibles non-équivalentes. Si la i-eéme représentation
irréductible a dimension [;, alors le nombre de tous ces vecteurs orthonormés est

B+05+...+1% <h. (3.47)

Par la suite nous allons démontrer que dans tous les cas nous avons I3 +13+. . .+l12\,F = h (Théoreme
de Burnside).
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3.2 Caracteres

Définition. Considérer une représentation I' d’un groupe H. La trace des matrices I'(z) est
indiquée par

x(@) = Tu(z). (3.48)

Dans une représentation I', tous les éléments qui sont dans la méme classe ont la méme trace.
En effet, soit y un élément du groupe H équivalent a I’élément x, c’est a dire qu’il existe un
élément u € H tel que

y=utru. (3.49)

Alors
I(y) =T(u " zu) = T(u HT(2)D(u), (3.50)

et

Tr[T(uw ™) (2)D(w)]
Te[L ()T (w)I(u™)]
TN(2)] = (=), (3.50)
ou nous avons exploité la propriété que la trace d’un produit de matrices est invariante sous une
permutation cyclique des matrices dans le produit. L’ensemble {x(z)} des traces pour tous les x

est appelé le caractére de la représentation I'. Il est évident que deux représentations équivalentes
I’ et I ont le méme caractére, puisque si

x(v)

I'(z)=S™T(2)S, (3.52)
alors

X'(z) = Tr[I'(z)]
= Tr[S7'T(2)S]
= Tr[[(2)SS™] = x(z). (3.53)

De équation ([3.45)), si on pose | = k et n = m et on somme sur k et m (k = 1,2,...,1;),
(m=1,2,...,1;), nous avons

> XD @)XV () = héy; . (3.54)
reH
Si nous indiquons les classes de H par Cy, (1 =1,2,..., N¢) et le nombre d’éléments dans C,,

par ny,, I'équation (3.54) peu étre reécrite dans la forme
Ne . .
> X (C)XI(Cy) = hdyy (3.55)
p=1

Dans cette équation nous avons indiqué par X(i)(cu) la trace d’'un élément de la classe C, dans
la représentation irréductible r@,

L’équation représente le petit théoréme d’orthogonalité. Elle peut étre interprétée
comme une relation d’orthogonalité entre les Nt vecteurs ayant pour composantes

(nu/P) XD (C) (3.56)

dans un espace vectoriel de dimension Ng. Puisque il ne peut pas y avoir plus que N¢g vecteurs
linéairement indépendants dans un tel éspace, nous pouvons établir I’inégalité suivante

Nr<Ng. (3.57)
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Nous allons voire par la suite que c’est toujours 1’égalité qui est vérifiée.

Théoreéme. Une condition nécessaire et suffisante pour que deux représentations irréduc-
tibles d’un groupe fini soient équivalentes est que leurs caracteéres soient identiques.

Preuve :

(i) Nous avons déja prouvé que la condition est nécessaire.

ii) La condition est suffisante puisque, si (I (2) = v@ (2) pour tout x, mais ') n’est pas
(i) puisque, si x X D , D
équivalente & T'?) | alors par le grand théoréme d’orthogonalité 1| nous avons

S @) =0

xzeH

qui représente une contradiction, puisque au moins la classe contenant l'identité a un
caracteére qui est différent de zéro.

Grace aux caracteres, nous avons maintenant un outil pour réduire une représentation arbi-
traire d’'un groupe fini H. Considérer une représentation I'. Nous pouvons écrire formellement
sa réduction en représentations irréductibles comme suit

F=t6IPeblrPe.. eby T 0 b5,=012.... (3.58)
11 est clair que, pour tout =z € H,
Np A
x(z) = Zbix(z)@) , (3.59)
i=1
ou
Nr '
X(C) = bixP(Cy). (3.60)
i=1

Multiplions les deux cotés de 1’équation lb par nux(j )*(C’M) et sommons sur u. Grace au
petit théoréme d’orthogonalité (3.55)) nous obtenons

13y
b; = X Z nux (Cu)x(Cy). (3.61)
p=1

L’équation (3.61)) es la formule de base pour réduire une représentation arbitraire en représen-
tations irréductibles.
De I’équation ([3.61)) nous obtenons

N¢ ) No . ) Nr )
S X (C)P = S bib; > x @ (C)X (L) = h Y02 (3.62)
p=1 7,7 p=1 i=1

Cette équation permet de prouver le théoreme suivant.
Théoréme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une représentation I', ayant pour
caractere x(C}), soit irréductible est que

N¢

> mlx(C)P =h. (3.63)

Preuve : En effet, si la représentation I' est irréductible, alors seulement un des b; dans
I’équation (3.62)) est égal a 1, tous les autres étant nuls. La condition est donc nécessaire. D’autre
part, si ’équation (3.63)) est valable, alors nous pouvons déduire de I’équation (3.62]) que

Nr
Sbi=1 b;=0,1,2,.... (3.64)
=1
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cette relation ne peut étre satisfaite que dans le cas ou un des b; est égal a 1, tous les autres
étant nuls.

Dans le rappel de théorie des groupes nous avons vu comment écrire une table de multipli-
cation d’un groupe fini. En particulier, nous avons écrit la table de multiplication en mettant le
produit zy dans la case qui correspond a l'intersection entre la ligne indiquée par z et la colonne
indiquée par y. Les éléments du groupe apparaissent dans le méme ordre dans l’indication des
lignes et des colonnes. Nous pouvons utiliser une prescription différente qui consiste a indiquer
les lignes par x1 = e, x3,..., x} et les colonnes par x[l = e, xil, ce :):El. Il est clair que la se-
quence des inverses {9:;1} contient tous les éléments du groupe dans un ordre différent. La table
de multiplication que nous obtenons en utilisant cette prescription est

-1 _ -1 -1 -1
H T =e T, i T3 i . Ty, i
r1=e e T1Xg T1xg . T1Ty,
) ) xgxgl =e 1‘25651 e :Uga:ﬁl
T3 xs x;;acil xgmgl =e ... .7}3$El
Tp Th, mhzngl thgl . xhxgl =e

Nous construisons maintenant un ensemble de matrices {I'(x;)}, une pour chaque élément z;
du groupe, de la fagon suivante : la matrice I'(x;) est de dimensions h x h et consiste de zéros
partout sauf aux positions ou, dans la table de multiplication que nous venons d’écrire, se trouve
I’élément z;. L’ensemble des matrices obtenues de cette fagon est une représentation du groupe
H comme nous le verrons par la suite. Elle est appelée la représentation réguliére du groupe et
est indiquée par I'/Y). Nous pouvons résumer la définition de cette représentation comme suit :
-1 €T

j (3.65)

autrement.

si x;x

®y_ )1
Fij (x)_{()

Nous voyons tout de suite que I‘(R)(e) est la matrice identité en dimension h. Montrons main-
tenant que ") est une représentation. En effet,

[ (@) ()] = TP @)1 (). (3.66)
k

Pour un i et 5 donné, le terme en k dans cette somme est différent de zéro si et seulement si
rapt = (3.67)
et
:J:kx]_~1 =y. (3.68)

Chacune de ces deux conditions détermine z; de maniere unique. Pour que les deux conditions
soient satisfaites en méme temps, il faut nécessairement avoir z~'z; = yxj, c’est a dire,

ﬂ:ixj_-l =xy. (3.69)

Dans ce cas, la somme a droite de I’équation (3.66[) contient un terme pour lequel I‘E,? ) (a:)I‘,(C?) (y) =

1, les autres termes de la somme étant nuls. Si par contre la condition (3.69) n’est pas vérifiée,

alors les termes Fgf)(x)l“l(j)

(y) dans la somme (3.66]) sont identiquement nuls. En résumant,

71 _
i~ (3.70)

autrement.

[F(R)(x)F(R)(y)]Z-j :{ (1) si x;x
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Mais cela est exactement la définition de la matrice I'"®) (zy). Nous avons donc
[0 @) )]y = 07 (@) (3.71)

ce qui preuve que I' (F) est une représentation du groupe H.
Théoréme. La représentation réguliere d’un groupe fini H contient chaque représentation
irréductible du groupe autant de fois que sa dimension, c’est a dire :

r® - 1TWeL,rPe.. . @y 10, (3.72)

Preuve : Soit

L’équation (3.61]) pour la réduction d’une représentation a l’aide de ses caractéres nous donne
LX<, G (R)
bi = h Z nuXx' " (Cu)x 7 (Cu)
p=1
1 .
= Ex(l)(e)h =1;, (3.74)

ou nous avons utilisé la propriété évidente que tous les X(R)(CM) sont nuls sauf y#)(e) = h. En

utilisant ([3.60)), nous avons
Ny
X(C) =Y ix(C) . (3.75)
i=1

Cette relation nous est tres utile dans le cas particulier ou C), = {e}. Dans ce cas, en effet, nous
avons x(V(e) = ; et

> ii=h. (3.76)

Cela preuve que, dans la relation (3.47)), ’égalité est toujours satisfaite.
Théoréme. Soit I' une représentation irréductible. La somme des matrices I'(x) pour tous
les = appartenant a une classe d’équivalence est un multiple de la matrice unité.

Preuve : Soient {x1, xa,..., x,} les éléments d’une classe d'un groupe H. Considérons la
matrice n
M =>"T(z;). (3.77)
i=1

Nous avons, par définition de classe de conjugaison,
n
D(y " HMT(y) = Y. T(y wiy) = M, (3.78)
i=1
ol nous avons utilisé le théoréme de réarrangement d’une classe. Nous avons donc

MT'(y) =T'(y)M (3.79)

pour chaque y € H. Par le premier lemme de Schur, M est un multiple de I'identité. Nous
remarquons que ce résultat est valable aussi bien pour des groupes infinis, pourvu que n reste
fini.

Pour chaque représentation irréductible I'(¥) et pour chaque classe C}, d’un groupe fini H,
nous pouvons construire la matrice

. Ty . ; ;
M/SZ) _ Z F(Z)(:El(cu)) _ ml(f)l(l) 7 (3.80)
k=1
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(1) (%)

ot ;" est un élément de la classe C), (k=1,2,...,n,), m,  est un nombre et 10 est la matrice

unité qui agit sur 'espace a l; dimensions de la représentation I'®. Parfois, les matrices M,Si)

sont appelées caractéres de Dirac. Prenons la trace des deux cdtés de I'équation (3.80). Nous
obtenons

nxD(C) = lim . (3.81)

Le produit entre deux matrices M, /51‘) et M,Ei), de la méme représentation mais de classes diffé-
rentes C, et C,, donne

A N Doy
MOMD = 3 S 1O @2y (3.82)
k=11=1

La collection [:c,(cu )x( )] (voir rappel de théorie des groupes, Chapitre 2) contient tous les produits

d'un élément de la classe C,, avec un élément de la classe C, (avec les éléments répétés). Dans
le Chapitre 2, nous avons indiqué cette collection par C), - C,,. Grace a la formule (2.54) dérivée
dans le chapitre précédant, nous pouvons déduire

. . Ne .
MOMD =3 n MY, (3.83)

ol les nombres entiers non négatifs n,,, indiquent le nombre de fois que la classe C apparait
dans la collection C,, - C,,. Nous pouvons maintenant utiliser I’équation (3.80|) pour obtenir

N Ne N
mOmP1O = 3% 0, mP10. (3.84)
A=1

L’équation (3.81)) nous permet alors d’écrire

. . Ne .
nunl,x(l)(CM)X(l)(Cl,) =1 )\Z:l n,ﬂ,)\nAx(z)(CA) , (3.85)

ol les coefficients n,, ) sont les mémes qui définissent le développement du produit entre classes

. Cette relation est le résultat le plus important de ce chapitre, puisque elle va nous

permettre de dériver les caracteres de toutes les représentations irréductibles d’un groupe fini.
Nous pouvons aussi définir le caractere de Dirac d’une représentation I' quelconque

m

M= 3 ). (3.86)

ou a:,(gu ) est un élément de la classe C, (k=1,2,...,n,). Considérons maintenant la transfor-

matlon S qui réduit la représentation I' en représentations irréductibles. Les matrices I''(z) =
S~1T'(2)S auront donc une structure en blocs , chaque bloc étant la matrice d’une repré-
sentation irréductible I'® du groupe. Ecrivons la reductlon de I' comme suit

r=r®eri g  ori (3.87)

ou n est le nombre total de représentations irréductibles qui interviennent dans la réduction de
I'. Remarquez que les indices i; peuvent étre égaux. Par exemple, si i1 = i3 = i3 = 1, cela veut dire
que la représentation I'M est contenue trois fois dans la réduction de T. Puisque les matrices
M,, sont des sommes de matrices I'(z), dans la base qui réduit la représentation I' les nouvelle
matrices M L =S'M S auront aussi une structure en blocs. De plus, nous venons de montrer
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que dans chaque sous-espace relatif & une représentation irréductible, le bloc correspondant de
la matrice M, //" doit étre un multiple de I'identité. Nous obtenons ainsi une matrice de la forme

m 1) 0 0 ... 0
(i2) 1 (42)
L e (3.88)
0 0 0 ... m{™10n)

ou m,(fj) sont des nombres complexes, 103) des matrices identité dans chaque sous-espace cor-
respondant & une représentation irréductible du groupe. Il est clair donc que la transformation
M /Q =S ’1MHS diagonalise simultanément les matrices M.

Ce résultat sera tres important pour les applications de la théorie des représentations a la
physique. En effet, puisque pour deux classes C,-C,, = C,,-C},, nous avons que les matrices M, sont
des opérateurs qui commutent entre eux. Si nous étudions le groupe des symétries d’un systéme
en mécanique quantique, par exemple, alors les caracteres de Dirac dans ’espace d’Hilbert des
fonctions d’onde du systéeme sont des observables qui peuvent étre diagonalisé simultanément a
I’Hamiltonien. Des tels opérateurs représentent des quantités physiques conservées a l'intérieur
de chaque sous-espace invariant sous les opérations du groupe de symétrie. La théorie des re-
présentations nous donne donc un outils pour trouver ces observables a partir des opérations de
symétrie.

Nous allons maintenant démontrer un autre théoreme d’orthogonalité fondamentale concer-
nant les caracteres.

Théoréme d’orthogonalité par colonnes. Les vecteurs de dimension Np (le nombre de
représentations irréductibles d’un groupe H) donnés par

(nu/h)PX(Cy) 5 i=1,2,..., Ny, p=1,2,..., Ne, (3.89)

sont orthonormés, c’est a dire,

S iy (i) h
2 X (CIX(C) = =0 (3.90)
i=1 ”w

ol 4, est la delta de Kroeneker qui vaut 1 si les classes C), et C,, coincident, et zéro autrement.
Avant de démontrer le théoréme, considérons la collection C), - C,. Cet ensemble contient
I’élément neutre e si et seulement si x € C), existe tel que x71 e C,. Si cela est vérifié, alors pour
tous les autres éléments y de la classe C), I’élément inverse y~! est contenu dans la classe C,,. En
effet, pour y € C}, il existe un élément u € H tel que y = uwtzu. Mais alors y ™' = u 'z lu e C,.
I s’ensuit que la collection C), - C), contient 1'élément neutre e du groupe H si et seulement si
les classes C), et C,, sont composées d’éléments réciproquement inverses. Dans ce cas, le nombre
de fois que I’élément e - et donc la classe C = {e} - est contenu dans C,, - C,, est ny1 = ny, le
nombre d’éléments dans la classe C,. Nous indiquons la classe qui contient les éléments inverses
des éléments de la classe C), par C)s. Nous pouvons résumer la propriété qui vient d’étre prouvée

par la notation
Nuyl = n,u(s/,L’u . (391)

Remarquez que les classes C), et C) contiennent le méme nombre d’éléments, c’est a dire n,s =
n,. Dans certains cas nous avons que les classes C), et Cs sont en fait la méme classe. Nous
verrons par la suite, par exemple, que c’est le cas pour la classe indiquée par 8C3 du groupe du
tétraédrique Ty. Par contre, les mémes rotations occupent deux classes différentes, 4C5 et 4C§ ,
dans le cas du groupe T' qui, par rapport a Ty, ne contient pas l'inversion spatiale.
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Il est utile a ce point de souligner encore une propriété importante des caracteres. Puisque
une représentation d’un groupe fini est toujours équivalente & une représentation unitaire, et
puisque les caractéres de deux représentations équivalentes sont les mémes, nous pouvons écrire

X(i)(cu’)

(I (7))
Tr (M (2))
X (C). (3.92)

Nous pouvons aussi déduire que, si C» = C), alors le caractere pour cette classe doit étre réel,
puisque on a xV(C,,) = xP*(C,,).

Preuve du théoréme d’orthogonalité par colonnes. Nous sommes maintenant en me-
sure de prouver le théoreme d’orthogonalité par colonnes. Considérons I’équation et ef-
fectuons une somme sur toutes les représentations irréductibles du groupe H. Nous avons

Nr ) . N¢ Np .
Z n,u’nVX(Z)(C/L’)X(Z)(CV) = Z Ny AT Z lZX(z)(C)\) . (393)
i=1 A=1 i=1

Nous avons vu que

Nr )
> lix'(Cy) (3.94)
i=1

n’est rien d’autre que la trace de la représentation réguliere d’un élément de la classe C). 1l
s’ensuit que cette quantité est nulle pour tout C) sauf pour C; = {e}, pour laquelle elle vaut

Np ) Np
S ixD(Cr) =12 =h. (3.95)
1=1 1=1

Donc

Nr A A
> 1, x D (C )X D (CL) = npnah. (3.96)
=1

En utilisant les relations et , et la propriété n,, = n,, nous obtenons I’équation
(13.90) et le théoréme est ainsi prouvé.

Puisque 'ensemble des vecteurs & Np composantes (n,,/h)Y2x(C,) (i=1,2,..., Np) est
orthonormé, il faut nécessairement que

Nr < Ng. (3.97)

Mais le petit théoréeme d’orthogonalité (qui essentiellement dit que les caracteres des représen-
tations irréductibles sont orthonormé par lignes) nous avait permis d’établir I'inégalité dans le
sens inverse (3.57). Nous avons donc démontré que

Nr = Ne. (3.98)

Les propriétés des caracteéres que nous avons démontrées, nous permettent de construire,
pour chaque groupe fini H, la table des caractéres de la fagon suivante.

H 01 = {6} CQ 03 NN CNF
M 1 1 1 o 1
r® I X2(C)  xB(Cs) ... xP(Cw)
F(g) 13 X(g)(CQ) X(g)(C;;) e X(S)(CNF)
T r) Ing X(NF)(CQ) X(NF)(C3) o X(NF)(CNF)
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Dans cette table des caracteres, chaque ligne contient les caractéres d’une représentation irré-
ductible et chaque colonne une classe de conjugaison du groupe. La premieére ligne contient le
caractére de la représentation irréductible identité, pour laquelle I (2) = 1 et donc x(P () = 1
pour chaque élément = de H. La premiére colonne contient le caractére pour la classe C1 = {e} de
chaque représentation irréductible. Nous avons vu que la représentation I'(e) de I’élément neutre
du groupe est toujours 'identité dans l’espace de définition de la représentation. Le caractere
est par conséquent égal & la dimension de l'espace. Pour les représentations irréductibles I'(?)
nous avons indiqué les dimensions des espaces de définition par I;. Puisque N¢g = Np, la table
des caractéres est carrée.

La table des caracteres peut étre en général déduite a partir de I’équation . Cette
équation défini un algebre des caracteéres a partir de l'algebre des classes. Pou déterminer les
caracteres il faut donc procéder comme suit

(i) A partir de la table de multiplication du groupe H déduire les classes de conjugaison C,,
(n=1,2,..., No).

(ii) Construire toutes les possibles multiplications C), - C), de deux classes (en gardant les
éléments répétés) et déterminer ainsi les nombres n,,,\ qui apparaissent dans le dévelop-

pement (257]

N¢
CM . CV = Z TL#V)\C)\ .
A=1
(iii) Une fois déterminés les n,,, a l'aide de I’équation , déterminer pour chaque va-
leur possible de I; des relations algébriques entre les caracteres X(i)(C’#). Par exemple, en
posant I; = 1 dans , et en choisissant toutes le paires pu, v possibles, nous allons ob-
tenir un systeme d’équations algébriques pour les caracteres des possibles représentations
irréductibles de dimension 1.

(iv) Nous savons que une telle procédure peut étre répétée au maximum N¢ fois, apreés quoi
toutes les lignes de la table des caracteres auront été remplies.

(v) En général, il n’est pas indispensable de répéter la procédure (iii) pour toutes les représen-
tations irréductibles. A un certain point de la dérivation, nous pouvons souvent déduire les

caracteres restants a I’aide des théoremes d’orthogonalité (3.55)) et (3.90)), et des relations
(13.63), (3.92)) et du théoreme de Burnside (3.76)).

Une fois obtenue la table des caracteres, nous avons les outils pour réduire en somme directe
de représentations irréductibles une représentation quelconque I' d’un groupe fini. Supposons
d’avoir une représentation I' exprimé sous la forme des matrices I'(z) pour chaque élément
x du groupe. A partir des matrices I'(x) nous pouvons immédiatement calculer leur trace et
donc les caracteres x(C),) de la représentation I'. Ensuite, a 'aide de 1’équation et ala
connaissance de la table des caracteéres du groupe, nous pouvons calculer les coéfficients b; dans
la réduction

F=06TMeblPe... @by O, (3.99)

La derniére étape du probléeme consiste a trouver la transformation S qui réduit la repré-
sentation I' en une structure en blocs. Nous décrirons une méthode systématique pour trouver
cette transformation dans le chapitre concernant les applications a la physique.
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Chapitre 4
Applications a la physique

Le but de ce chapitre est de montrer comment la théorie des représentations s’applique a un
probleme en physique.

Nous pouvons souvent formuler un probleme physique sous la forme mathématique d’un
probleme aux valeurs propres dans un espace vectoriel approprié. Nous avons vu dans le premier
chapitre, par exemple, que le probleme de mécanique classique des modes de vibration d’une
molécule se réduit a un probleme aux valeurs propres dans l’espace vectoriel des déplacements
des atomes composants la molécule. L’exemple le plus important est la solution d’un probléme
en mécanique quantique. Dans ce cas, nous cherchons les vecteurs et les valeurs propres de
I'opérateur Hamiltonien dans un espace d’Hilbert de fonctions. Dans tous ces cas, la solution
exacte du probleme est souvent tres difficile a trouver. Il est donc utile d’avoir a disposition
une méthode rigoureuse qui nous permette de simplifier le probléme. La méthode qui découle
des propriétés de symétrie du systeme et des représentations des groupes est une méthode tres
puissante dans ce sens. Nous verrons par la suite qu’elle nous permet de prévoir la dégénérescence
d’une valeur propre de I’énergie et de nous restreindre a des sous-espaces de dimension limitée
pour la recherche des états propres.

Dans la suite de ce chapitre nous allons développer cette méthode. Pour cela, nous allons
considérer 'exemple d’un probleme en mécanique quantique. L’extension a d’autres classes pro-
blémes, par exemple en mécanique classique, sera traitée dans des exemples. Nous allons éga-
lement nous restreindre aux opérations de symétrie de rotation ou de rotation-inversion, qui
forment le groupe des rotations-inversions O(3). Ce groupe sera décrit en détail dans les cha-
pitres qui suivent. Il ne faut pas oublier que d’autres opérations de symétrie en physique sont
possibles. Notamment (i) les opérations de translation, (ii) de permutation dans le cas de sys-
témes a plusieurs particules identiques, (iii) d’inversion du temps et (iv) d’inversion de la charge.

4.1 Symétries en mécanique quantique

Un systeme a N particules (sans spin) en mécanique quantique est caractérisé par sa fonc-
tion d’onde 9(x1,Xs2,...,Xx), ol les x; sont des vecteurs dans I'espace R3. Considérons une
transformation R du groupe des rotations-inversions en trois dimensions O(3). L’opérateur R
est une matrice orthogonale en trois dimensions. Si le systéme est transformé par une opération
R, alors chaque vecteur de position x; est transformé dans un nouveau vecteurs selon

x; = X, = Rx; . (4.1)
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Nous définissons une nouvelle fonction Pry)(x], x5, ... X)) telle que sa valeur dans la position
{x[} est égale & la valeur de I’ancienne fonction a la position {x;}, c’est & dire,

Y(x1,%X2,...,XN)
Y(R %), Rx),, ..., R ix)y). (4.2)

PR¢(X,17X57- . -7X§V)

Une telle définition a un sens physique puisque elle correspond a effectuer une rotation du systeme
dans ’espace. Puisque nous ne considérons pas les opérations de permutation des particules, les
opérations R agissent indépendamment sur chaque position x;. Sans perte de généralité, nous
pouvons donc considérer un systéme a une seule particule. Dans ce cas, la définition devient
simplement

Prip(x) =9 (R™'x). (4.3)

Par la suite, pour simplifier la notation, nous oublierons le prime dans 1’expression x’ lorsqu’il
n’est pas indispensable, et nous indiquerons par x la position aprés la transformation.
Considérons maintenant un groupe fini G = {R;} de transformations orthogonales. Associé
a ce groupe il y a un groupe d’opérations {Pg,}. Pour prouver qu’il s’agit d’un groupe nous
allons appliquer successivement deux transformations R et S du groupe. La premiere opération
transforme x en x’ = Rx et la deuxiéme transforme x’ en x”" = Sx’ = (SR)x. Nous avons

PsPrip(x") = Pry(x')
= P(x)
= P((SR)™'X")
= Pspip(x”), (4.4)
d’ou
PsPp = Pop . (4.5)

Considérons le produit scalaire dans I'espace des fonctions 1 (x) défini par

(Wlo) = [ dxv* (x)6(x) (4.6)

pour chaque paire de fonctions complexes 1)(x) et ¢(x). Nous déduisons que Pg est un opérateur
unitaire. En effet

(PrilPro) = [ dx(Prt(x'))" (Pao(x))

ot )|
i d"‘—am,@,m) 5 (3)6(x)

(]9), (4.7)

puisque le Jacobien
O(zy, x5, %)

0(x1,22,23)

de la transformation est égal a 1 pour une transformation orthogonale.
Comme exemple, considérons une opération Pr qui correspond a une rotation d’un angle 6
autour de 'axe z3. La transformation des coordonnées est

7} = 21 cos(f) — x9sin(0)
xh = z15in(0) + 29 cos(0)
Th=x3. (4.9)
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Nous avons
Pry(x1,29,23) = ¥(21 cos(f) + o sin(f), —x1 sin(0) + x4 cos(0), z3) . (4.10)

N’oublions pas que dans cette expression les coordonnées x1, T3, x3 sont les coordonnées du
point apres la transformation et devraient étre notées par x}, x5, x5. Nous avons toutefois décidé
d’indiquer par x uns position arbitraire apres la transformation. Par exemple, si (21, x2,x3) =

2_ 2
x] — x5, alors

Priy(x1,z2,23) = Y(21,29,23) cos(20) + ¢(z1, 22, x3) sin(20) , (4.11)

¢(z1,72,23) = 22122 . (4.12)

Si, par contre, ¥ (x1,T2,x3) = m% + a:%, alors nous obtenons

PRw(xl,xg,xg) =1/J(:L’1,$2,$3). (4.13)

Considérons maintenant I'opérateur Hamiltonien H(x). Cet opérateur, pour une particule
sans spin, dépend en général de la position x et du moment qui, dans la représentation de la
position, est donné par p = —thVx. Il est évident que les composantes de p suivent la méme loi
de transformation de x, sujets a une transformation R. Selon la définition, I'opérateur Pr agit
sur la fonction H(x)1(x) comme

Pr(H(x)(x)) = H(R™ %)y (R™'%). (4.14)

Nous disons que le systéme est invariant par une transformation R si I’Hamiltonien du
systeme transformé est identiquement le méme que pour le systeme avant la transformation.

Cela implique que H (R 'x) = H(x). L’expression (4.14) nous donne

Pr(H(x)$(x)) = H(x)$(R'x)
= H(x)Pry(x), (4.15)
qui, en notation compacte, s’écrit
[H,Pr]=HPr-PrH=0. (4.16)

Nous avons ainsi prouvé que, si un systéme physique est invariant sous une transformation R, cela
équivaut a dire que le commutateur de son Hamiltonien avec I'opérateur de la transformation Pgr
est nul. Nous disons que R est une symétrie du systeme. D’apres cette définition, il est évident
que l’ensemble {R} de toutes les transformations de symétrie du systéme, est un groupe. Dans
ce cas on parle de groupe de symétrie du systéme. Comme nous l'avons vu, ’ensemble des
opérations Pg forme aussi un groupe qui est isomorphe au groupe {R}.

Considérons un systeme caractérisé par un Hamiltonien H et par un groupe du symétrie
G = {R}. Supposez que ¢ est un état propre de H avec valeur propre E. Alors Pr¢ est aussi un
état propre de H avec la méme valeur propre. En effet

HPpé = PrH¢ = EPRé. (4.17)

Si la valeur propre E est non-dégénérée, cela implique que Pr¢ est égal a ¢, a un facteur
numérique complexe (de valeur absolue unitaire) pres. Si par contre E est [ fois dégénéré, alors
nous pouvons définir un ensemble de vecteurs orthonormés {¢y} (k =1, 2,..., [) qui sont vecteurs
propres de H avec valeur propre E. Ces vecteurs géneérent un sous-espace S. Dans ce cas, le
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vecteur Pr¢y est encore un état propre avec valeur propre E et doit donc étre une combinaison
linéaire des vecteurs {¢y}, c’est a dire

I
Prék = ) ¢ul'nk(R). (4.18)
n=1

Les nombres complexes Ik (R) = (¢n|Pr|¢x) sont les éléments d’une matrice unitaire (puisque
lopérateur Pr est unitaire) I'(R). L’ensemble des matrices {I'(R)} pour chaque R forme une
représentation unitaire du groupe G. Si nous choisissons une autre base orthonormée {1} du
sous-espace S des états propres de H avec valeur propre F, cette base est liée a ’ancienne par
une transformation unitaire et la représentation qu’elle géneére est équivalente a I'(R). Considé-
rons maintenant le sous-espace S des états propres de H avec valeur propre E. Supposons qu’il
n’existe pas des sous-espaces propres de S qui sont invariants par les opérations {Pr}. Dans
ce cas, la représentation I'(R) relative & S est par définition irréductible. La dégénérescence
du niveau d’énergie E est alors dite nécessaire. Si par contre il existe un sous-espace propre de
S invariant par les {Pr}, alors la représentation I'(R) est réductible et la dégénérescence est
dite accidentelle. Une telle dénomination est clairement justifiée par les considérations que nous
avons faites. Si un sous-espace est invariant par le groupe des opérations de symétrie { P}, alors
tous les vecteurs de ce sous-espace doivent nécessairement avoir la méme valeur propre. En effet,
étant donné un vecteur ¢ € S, les vecteurs { Pr¢} pour tout R générent le sous-espace S et sont
tous dégénérés par . Le groupe de symétrie G, par contre, n’impose aucune dégénérescence
entre deux états propres de H appartenant a deux sous-espaces invariants différents. Dans ce
cas, une dégénérescence serait de nature accidentelle.

En général dans la nature nous n’avons jamais de dégénérescences accidentelles. Si une dé-
générescence accidentelle apparait pour le systéeme qu’on analyse, la plupart des fois cela est
di a une mauvaise identification du groupe de symétrie du systéeme. Dans des telles situations,
souvent on trouve des symétries additionnelles qui étaient passé inapercues et permettent d’ex-
pliquer les dégénérescences observées. Un exemple tres bien connu est celui des états s et p
d’un électron dans I'atome d’hydrogene. Les états 2p ont la forme —(1/v/2)(x +iy) f(r), zf(r),
(1/V/2)(z —iy) f(r), ot f(r) est une fonction de r = |r|. Ils générent un espace de fonctions &
trois dimensions qui définit une représentation irréductible du groupe sphérique O(3) (c’est un
groupe infini, donc nous ne pouvons pas appliquer toutes les propriétés vues jusqu’a ici). De
méme, 1'état 2s a la forme f(r) et génere la représentation identité du groupe O(3). Ces deux
représentations sont donc irréductibles et distinctes. Néanmoins, nous savons que les niveaux 2s
et 2p (en général les niveaux ns, np, etc.) sont dégénérés. La dégénérescence est dans ce cas de
type accidentelle, étant donné le groupe de symétrie des rotations-inversions O(3). En réalité, il
est possible de montrer que 'atome d’hydrogene est caractérisé par une symétrie additionnelle
et que le groupe de symétrie est SO(4) a la place de O(3). Cette symétrie cachée de I'atome
d’hydrogene est un des aspects les plus intéressants des symétries en physique et met en évidence
I'utilité du formalisme que nous traitons ici.

Théoréme. Considérons deux sous-espaces S; et S;, pas nécessairement distincts ot ortho-
gonaux, qui définissent deux représentations irréductibles unitaires I et I'Y), de dimension
respectivement [; et [;, d'un groupe fini G. Considérons les deux ensembles des vecteurs ortho-

normeés {qﬁ](j)} (k=1,2,...,1;) et {wlij)} (k=1,2,...,1;) qui sont des bases respectivement de
S; et Sj. On dit que le vecteur qb,(;) transforme comme la k-eme fonction de base de la i-eme
représentation irréductible. La relation d’orthogonalité suivante est satisfaite

<¢](€i)|w7(g)> - a(i)5¢j5km , (4.19)

ot o est un nombre complexe.
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Preuve : Considérons la matrice de dimension l; x [; définie par My, = (¢ )|1j)(] )) Pour
chaque élément R du groupe de symétrie, nous pouvons établir les relations sulvantes

(610 = (Proy’ PRy )

(6, TORNFTO(R))

PONR) (@, 0500 (R)

(COR) e lwPIT D (R), (4.20)

ol la premiere égalité s’ensuit de l'unitarité des Pg, la deuxiéme de la définition de la repré-
sentation, la troisieme de la définition de produit scalaire et la quatrieme de l'unitarité de la
représentation. Pour chaque élément R du groupe nous avons donc IO (R)M = MTU)(R). Par
les deux lemmes de Schur nous avons que, si ¢ # j alors M est identiquement nulle, tandis que,
si i =7 alors M est un multiple de la matrice identité.

Ce théoreme nous dit que, apreés avoir classé les états d’un systéme quantique selon les
représentations irréductibles du groupe de symétrie, deux états ne peuvent avoir un produit
scalaire non nul que §’ils transforment comme la méme fonction de base de la méme représen-
tation irréductible. Cela est trés important pour établir des régles de sélection en mécanique
quantique, par exemple.

Un autre théoréme qui découle de la théorie des représentations est le théoréeme de Unsold qui
nous permet de construire des quantité invariantes sous les opérations de symétrie du systeme.

Théoréme (de Unso6ld). Si {qﬁ,(f)} et {1/17(5)} (n=1,2,..., ;) sont deux bases orthonormées
de la méme représentation irréductible unitaire I'® qQ'un groupe G, alors pour chaque opération
Pr du groupe et pour une paire arbitraire de vecteurs £ et 1 nous avons

l; l;
Z (€l () = 2 (€1 PR ) (PR ). (4.21)
Nous pouvons interpréter ce résultat de la facon suivante. Considérons 1'opérateur
l; ) )
> iN(el)]. (4.22)
n=1
Par cette notation nous indiquons 'opérateur qui, appliqué a un vecteur &, nous donne le vecteur

Z PiNe1E). (4.23)

Le théoreme de Unsdld dit qu’un opérateur ainsi construit est invariant sous toutes les transfor-
mations Pg, c’est a dire

Li ) )
(Z Y ¢(i)l) Pr=Y [{) (o], (4.24)
n=1

ol nous avons utilisé la propriété d’unitarité Pg' = Pztz'
Preuve : Nous avons

) L
Prol) = 3 W10 (R), (4.25)
m=1
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et la méme relation est aussi valable pour les {Lbﬁf)}. Alors

;aPRw(’) WProPm) = S (eI WP T (R)TE) (R)

= NP ) TG (R (R™)
= (SN m), (4.26)
p

ot nous avons utilisé la propriété T (R (R) =T (RR1) = I.

Remarquez que pour la preuve nous n’avons pas utilisé le théoreme d’orthogonalité. Le
théoréme de Unsdld est donc valable aussi pour des groupes infinis. Ce théoréme joue un roéle
fondamental en mécanique quantique ou il permet, & partir des états quantiques d’un systeme,
de construire des opérateurs qui sont invariants par les opérations de symétrie du systeme qu’on
considere.

Considérons maintenant un vecteur ¢ dans un espace vectoriel. En appliquant 'opérateur
Pp, associé aux transformations du groupe G, nous obtenons un ensemble de vecteurs { Pr¢}. En
général, ces vecteurs ne sont pas linéairement indépendants entre eux. Ils générent un sous-espace
S de Vespace vectoriel, dans lequel nous pouvons définir une base orthonormée {¢y}. A partir
de cette base, nous avons vu comment construire la représentation I' du groupe G relative a ce
sous-espace. Si le sous-espace S est le plus petit sous-espace invariant par les transformations
Pg, alors la représentation I" est irréductible et les vecteurs {¢y}, par définition, transforment
comme les fonctions de base de cette représentation. Si le sous-espace S peut étre réduit en
plus petits sous-espaces invariants, par contre, nous pouvons effectuer le changement de base
qui réalise un telle réduction. Nous avons, pour la représentation I' la relation générale

F=b00WebIMe.. . @by 0, (4.27)

Nous indiquons la base qui réduit I" par {qb,(f’j)} aveci=1,...,Np,j=1,....bjet k=1,...,1;,
pour souligner que le vecteur qb,(;’] ) transforme comme la k-eme fonction de base de la i-eme
représentation irréductible. Nous pouvons ainsi énoncer le théoréeme suivant :

Théoréme. Un vecteur ¢ d’un espace vectoriel fermé sous les transformations Pr peut
s’écrire comme combinaison linéaire de vecteurs {wlg )}.

=ZIZ 2 (4.28)
1=1k=1

Ici, par w,(:) nous indiquons un vecteur qui transforme comme la k-éme fonction de base de la
i-éme représentation irréductible du groupe G.

Preuve : Nous avons déja vu que le sous-espace, dont {g[),(g 9) } est une base, est généré par
le vecteur ¢. Donc ¢ est une combinaison linéaire de ces vecteurs de base.

i bio
EDIDIDIC LIS (4.29)
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(4,9)

Puisque la base est orthonormé, les coefficients ¢, '’ s’obtiennent comme suit

(i) W& A, )
WP - 3 3 S
p=1m=1n=1
Nr lp by
= 222 Sipdjndimesy™
p=1m=1n=1
_ 69)
= (4.30)
Définissons b
1/1;?) _ Zc,?’”(ﬁ,(f’j), (4.31)
j=1

et nous obtenons finalement ’expression .

Nous savons donc décomposer un vecteur ¢ quelconque en vecteurs de base des représen-
tations irréductibles, pourvu que nous connaissons ces vecteurs de base pour le sous-espace
généré par le vecteur ¢. Nous allons maintenant apprendre a déterminer ces vecteurs de base.

Supposons d’en avoir trouvé un, que nous indiquons par w,ii). En appliquant les opérations Pgr
nous générons la représentation irréductible T, ¢’est & dire

Prypl? = E OO (R (4.32)
Multiplions les deux cotés de cette expression par F(J,L,(R) et sommons sur les éléments R du

groupe. Par le grand théoréme d’orthogonalité, nous avons

l; .

n=1
_ zﬁ Z-jcsk,kzpfj,’. (4.33)
Donc, 'opérateur
) - %%rgg(R)PR (4.34)

appliqué a w(j ) donne 6ij5km¢(j ) 1l sensuit que, si nous connaissons les matrices des représen-

tations irréductibles, alors a partir d’un seul de ces vecteurs de base, disons w(j ) nous pouvons
générer les autres a ’aide de la formule

PP =D (4.35)

Les opérateurs H,(fn) en particulier agissent comme des projecteurs sur les états qui transforment
comme la n-eéme fonction de base de la j-éme représentation irréductible.

Nous savons maintenant accomplir les deux taches principales impliquant les vecteurs de base
des représentations irréductibles. Premiérement, supposons de devoir trouver la décomposition
d’un vecteur ¢ quelconque. Cette décomposition s’obtient tout simplement a ’aide de

projecteurs H,(fn) comme suit

Nr I

6 = S0,
1=1k=1
o = nle. (4.36)
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Plus en général, supposons d’avoir décomposé une représentation I' définie dans un espace vec-
toriel S en représentations irréductibles I' = Zf\fl b;T(). Nous voulons trouver les vecteurs de
base {qﬁl(j’j )} de cette décomposition. Pour trouver, par exemple, les vecteurs qb](;’] ) pour un k
et un i donnés et pour j = 1,...,b;, il suffira de choisir arbitrairement un vecteur ¢ € S (par

exemple parmi les vecteurs d’une base quelconque de S) et appliquer a ce vecteur le projecteur

Hl(;k) Il faudra répéter cette procédure jusqu’a obtenir un ensemble de b; vecteurs linéairement
indépendants. En appliquant ensuite une procédure d’orthonormalisation, nous aurons obtenu
)

les vecteurs (b,(: pour j =1,...,b;. Les vecteurs ¢£Li’j ) transformant comme les autres fonctions

de base de I'() peuvent s’obtenir & 'aide des opérateurs HS]? appliqués aux vecteurs déja trou-
vés. Nous savons enfin trouver de fagon systématique les vecteurs de base d’une décomposition
en représentations irréductibles d’une représentation donnée.

Pour comprendre 'utilité de ces derniers passages, nous rappelons que, pour un systeme
quantique caractérisé par un Hamiltonien H, la base de ’espace d’Hilbert qui diagonalise 1’Ha-
miltonien est une base dont les éléments transforment comme les fonctions de base des représen-
tations irréductibles du groupe de symétrie du systeme. Supposons que 'espace vectoriel dans
lequel nous souhaitons résoudre le probleme Hamiltonien soit de dimension finie. En mécanique
quantique cela n’est jamais vrai en général, puisque ’espace d’Hilbert des fonctions d’onde a
carré sommable est de dimension infinie. Toutefois, treés souvent pour chercher les états propres
du systéme nous nous restreignons a des sous-espaces de dimension finie. Appelons V un tel
espace de dimension finie. Pour que le formalisme de la théorie des représentations des groupes
puisse étre appliqué, ’hypothése de base est que toutes les opérations de symétrie du systéme
Pg soient internes a ’espace V, c’est a dire si ¢ € V alors Pr¢ € V' pour chaque Pr du groupe de
symétrie. Un exemple d’un tel espace de dimension fini est donné par les polynémes d’ordre n
des variables x, y, et z et les opérations de rotation. Une rotation est une transformation linéaire
des trois variables z, y, et z, donc la transformation appliquée a une fonction ¢ (x,y, z) = 2%y 27,
avec a + 3 + 7 =n, donne toujours une combinaison linéaire de monoémes du méme ordre n. Un
espace de fonctions ainsi défini est évidemment de dimension finie. En général, ’espace V' génere
une représentation I' du groupe de symétrie. Cette représentation se décompose en représen-
tations irréductibles selon I' = blF(l) ® ng‘(Q) ... bNFF(NF). Nous avons déja vu comment
calculer les coefficients b; a ’aide des caracteres. Indiquons la base (inconnue pour l'instant),
dans laquelle ’'Hamiltonien est diagonal, par gb](;’J), ouit=1,...,Np,j=1,...,b,etk=1,..., 1.
Nous cherchons cette base et, sans I'aide des symétries, il faudrait diagonaliser un probleme
aux états propres de dimension }; b;l;, la dimension de ’espace V. L’avantage de savoir classer
des états par rapport a leurs propriétés de symétries, et donc de dire qu’un tel état transforme
comme la k-eme fonction de base de la i-éme représentation irréductible, nous permet de sim-
plifier considérablement le probléme. Supposons d’avoir un état wﬁ[’”‘) qui transforme comme
la n-éme fonction de base de la m-éme représentation irréductible. En toute généralité nous
pouvons exprimer cet état dans la base que nous avons choisie. Nous avons

1,9,k

(4.5)

ot les coefficients ¢, sont obtenus par les produits scalaires
e = (o wim). (4.38)

Mais nous savons par le théoréeme sur 'orthogonalité des fonctions de base des des représen-
tations irréductibles, équation (4.19), que dans cette expression seulement les termes avec k =n
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et ¢ = m survivent, tous les autres étant nuls. Donc, le développement précédent se réduit a

bm
(m) 2 33 (lmd) g(md) (4.39)
j=1

En d’autres mots, un vecteur quelconque qui transforme comme un fonction de base donnée
d’une représentation irréductible est combinaison linéaire exclusivement des vecteurs de base
de 'espace ayant la méme symétrie. Cela entraine une propriété tres importante. Si nous avons
deux vecteurs quelconques ¢7(Lm) et w,(j ), transformant comme des fonctions de base des re-
présentations irréductibles du groupe de symétrie du systéme. Supposons k # n ou j # m. Le
développement et le fait que ’'Hamiltonien est diagonal dans la base gb,(f’j ) nous assurent
que

(W ™) = 0. (4.40)

Cette regle de sélection des éléments de matrice de I’'Hamiltonien est a tout effet une diagonali-
sation partielle du probleme. Elle nous dit que le probleme Hamiltonien est restreint a chaque
sous-espace de tous les états qui transforment comme la méme fonction de base de la méme
représentation irréductible. Considérons par exemple la k-eme fonction de base de la i-éme
représentation irréductible. Nous pouvons trouver un ensemble de vecteurs linéairement indé-
pendants qui génerent ce sous-espace, que nous indiquons par S,gz), en appliquant le projecteur

(Li/h) 2R F;Q(R)PR a tous les éléments de l'espace de départ V (par exemple, aux vecteurs
d’une base quelconque de cet espace). L'opérateur Hamiltonien n’a pas d’éléments de matrice

(4)

non nuls entre les vecteur de Skl et ceux dans son complément orthogonal en V. Nous pouvons
diagonaliser ’'Hamiltonien H dans ce sous-espace qui est de dimension b;. Nous avons donc réduit
la dimension du probléme de Y, b;l; a b; sans perte de généralité. En plus, puisque la dégéné-
rescence imposée par la symétrie est nécessaire, les valeurs propres trouvées dans ce sous-espace
seront les mémes que celles des autres sous-espaces ST(,? appartenant a la méme représentation
irréductible T,

La réduction de ’espace vectoriel d’'un probléme Hamiltonien est la premiére des simpli-
fications introduites par la théorie des représentations des groupes. Une autre simplification
importante est dans le calcul des amplitudes de probabilité, ou nous pouvons profiter de ma-
niere systématique des regles de sélection imposées par la symétrie. Nous verrons cela en détail
dans le paragraphe qui suit.

4.2 Produit direct de représentations

Nous allons introduire maintenant le concept de produit direct de représentations, un outil
essentiel pour la construction des représentations d’un groupe et pour les applications en phy-
sique. Considérer deux espaces vectoriels S; et Sy avec éléments respectivement {&1, m, (i,...}
et {&2, M2, Ca,...}. Le produit direct Sy x S consiste en I'ensemble de toutes les paires compo-
sées d’un vecteur de S et d’un vecteur de So. Des telles paires ont donc la forme {&1, 72}, que
nous indiquons simplement par &£179. Cet ensemble est un espace vectoriel, pourvu que nous
définissions la somme et le produit par un scalaire de maniére a avoir

(a1&1 + bim ) (agé2 + bame) = a1a2&1&2 + a1ba&ime + azbimi&e + bibamins, (4.41)

pour des nombres complexes quelconques aq, as, b1, bo. Supposons que deux applications li-
néaires A et B transforment respectivement Sy et Sy en S7 et S :

A: & =& = AG
B: fz g fé = Bfg . (4.42)
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Nous pouvons définir le produit direct A x B des deux applications comme une application de
S1 xSy en S7 x S qui agit comme suit

AxB: §& = &&= (Ax B)(&1&) = (A&)(BE). (4.43)

Dans la plupart des cas nous sommes intéressés aux transformations linéaires d’un espace
S en l'espace S méme. Nous allons donc considérer des applications A de S; et S et des
applications B de Sy en Sy. Soient {¢;} et {1;} deux bases orthonormées respectivement des
espaces vectoriels S7 et S. Nous pouvons écrire les transformations A et B dans ces bases. Nous
avons

Ag; = ; PmAmi
Byj = ; YnBn; -
Le produit direct A x B dans la base {¢;1);} de Sy x So prend la forme
(Ax B)ity; = (Agi)(Byj) = %%%AMBM : (4.44)

Il s’ensuit que 'application A x B est caractérisée par un représentation matricielle
(A X B)mn;ij = AsznJ . (445)

Dans cette expression, A x B est une matrice l1ls x [1l3, ou 11 et I3 sont les dimensions respecti-
vement de Sp et So. Remarquez que les lignes et le colonnes de cette matrice sont maintenant
indiquées par deux indices a la place d'un seul : dans la notation (A x B)up.i; les termes mn et
17 indiquent des paires d’indices, pas des produits.

La trace de la matrice A x B est

X(Ax B) = Z(A x B)ijiij = ZAu ZBjj =x(A)x(B) . (4.46)

Donc la trace d’un produit direct de transformations linéaires est égale au produit des traces.
Si nous avons deux transformations A et A’, de S7 en S, et deux autres transformations B et
B’, de S5 en S, alors le produit direct entre les transformations AA’ et BB’ s’écrit simplement
comme

(AA"Y(BB')=(Ax B)(A'x B"). (4.47)
La preuve est tres immédiate
[(AA)(BB)]mnij = (AA)mi(BB )

l1 lo

- Z AmpA;n' Z Ban;j
p=1 q=1

= 2(AXB)mnpg(A" x B )pgij (4.48)
Pq

Les produits directs nous permettent de construire des nouvelles représentations d’un groupe
a partir de représentations connues. Considérons un groupe H = {e, x, y,...} et deux représen-
tations de ce groupe, I' et I, définies respectivement dans les sous-espaces S et S’, avec pour
base respectivement {¢;} et {¢.}. Les dimensions des sous-espaces sont respectivement [ et I’.
Nous avons

l
l/
I'(2)¢) = Zﬂ%(w)-
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Cela nous permet de définir la représentation produit direct I' x I’ comme suit

v
(T(2) xT'(@))(¢165) = 2. D dm&nLmi(2)Ty;(w)

m=1n=1

> Smn ((x) % I'(2) i - (4.49)

Le produit direct des transformations I'(x) x I''(z) forme une représentation du groupe H de
dimension [ x I’. En effet la loi de composition du groupe est satisfaite par les matrices de la
représentation produit, comme on peut le vérifier :

(T(z) x T (@))(T(y) xT'(y)) = (T(@)(y)) x (@) (y))
I'(xy) x T (zy) . (4.50)

Le caractere de cette représentation est donné par le produit des caracteres, selon (4.46|)
IxI r r’
X (@) =x ()X (@) (4.51)

En général, la représentation obtenue par le produit direct de deux représentations irréductibles
est réductible. Prenons par exemple la représentation I's x I's de C3,,. Son caractere est

TNE) = 4

XF3 ><F3 (203) — 1
XF3><F3(3O_) - 0
En utilisant 1’équation (3.61]), nous avons
I'sxI's=T"1®eIy®lys. (4.52)

4.3 Regles de sélection

Nous allons maintenant étudier les contraintes imposées par la symétrie aux amplitudes de
probabilité en mécanique quantique.

De la théorie des perturbations dépendante du temps en mécanique quantique, nous savons
que pour un systéme qui se trouve dans un état |¢») a linstant ¢y du temps, la probabilité
qu’a linstant ¢ > tg il se trouve dans un état |¢) est liée a une quantité appelée amplitude de
probabilité. Cette quantité est exprimée par I'élément de matrice

(PV()I), (4.53)

ou V(t) est opérateur Hamiltonien de la perturbation physique qui induit la transition entre
les deux états. Par exemple, pour une transition induite par le champ électromagnétique F(t) =
Ey exp(—iwt) de grande longueur d’onde, cet opérateur est le dipole électrique V (t) = ¥, Eoq,r; exp(—iwt),
ou la somme est sur toutes les particules chargées du systeme, les r; sont leurs positions, et les
¢; leurs charges. En général, pour un systeme complexe, il faut calculer ces éléments de matrice
pour plusieurs paires d’états et il s’avere que, pour raisons de symétrie, la plupart de ces quan-
tités sont nulles. Il est alors treés utile de pouvoir établir les regles de sélection, qui nous disent
quand une amplitude de probabilité est nulle, sans devoir la calculer explicitement.
Considérons 'opérateur V' qui décrit, par exemple, une perturbation sur un systéme quan-
tique. Cet opérateur, en général, peut s’écrire comme somme d’opérateurs Vn(f) qui transforment
comme la m-éme fonction de base de la i-éme représentation irréductible du groupe de symétrie
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du systeme. Par exemple, 'opérateur de dip6le que nous avons indiqué ci-dessus a la symétrie
d’un vecteur de position. Pour un systéme ayant symétrie Cs,, nous savons que la composante
z de ce vecteur transforme comme la représentation identité, tandis que les deux composantes
x et y transforment comme les deux fonctions de base de la représentations irréductible I's.
Supposons de vouloir calculer les éléments de matrice de ces composantes Vrgf) entre états gzﬁ,(@j )
(n=1,2,...,1) et ¢(k) (p=1,2,..., k) qui sont également classé selon les représentations
irréductibles du groupe de symétrie. Nous voulons donc calculer les éléments de matrice

(6V, DRy (4.54)

Nous avons vu que les vecteurs V,%i)\wg(;k)) génerent la représentation a I; x [ dimensions @ x
I'®) du groupe de symétrie. Nous pouvons décomposer cette représentation en représentations
irréductibles

) Nr
@ x®) = 55, 0@ (4.55)
p=1
ou b, est le nombre de fois que la représentation r®) apparait dans la réduction. Le théoréme

(4.28]) nous dit que le vecteur V(l)|1/)(k)) peut s’écrire comme

V) - 3 3y, (4.56)

p=1¢g=1

ou les vecteurs |§(p )) sont des combinaisons linéaires d’états propres de I’Hamiltonien, comme

nous ’avons vu avec I’équation (|4.39)

g(p) Z C(pﬂ")|§(pﬂ")> (4.57)

En remplagant cette décomposition dans ’expression de 1’élément de matrice nous obtenons

. . N p P
(PO N) = ZZZ RIS (4.58)

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréeme qui nous assure que la plupart des
produits scalaires dans cette expression sont nuls. Seuls les produits scalaires entre vecteurs
qui transforment comme la méme fonction de base de la méme représentation irréductible sont
différents de zéro. Nous obtenons donc

N bj o
(@D VD) = 3 e (6. (4.50)
r=1

En plus, le méme théoréme nous dit que le nombre de constantes indépendantes de la forme
(qb(j )|£(J T)) est égal & b;. Il s’ensuit que pour calculer les [; x [; x [}, éléments de matrice de la

forme (d>(] )|V(Z)|1/)(k)) il suffit de calculer les quantités ((;5(] )|§ @ T)) dont le nombre est seulement
b;. Cela constitue une grande simplification du probleme.

Par exemple, considérons ’état électronique fondamental w(l) de la molécule d’ammoniac.
Nous savons que cet état est totalement symétrique et donc appartient a la représentation I'y
du groupe de symétrie C3,. Considérons maintenant une transition induite par le champ élec-
tromagnétique & Dordre de dipdle, vers un état & plus haute énergie ¢(?) qui transforme comme
la représentation I'y. L’opérateur de dipdle d = (d,, dy, d.) est un vecteur & trois dimensions
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dont les composantes sont des opérateurs qui transforment comme les composantes d’un vecteur
dans 'espace cartésien. Pour un systéme ayant symétrie Cs,, nous savons qu’'un tel vecteur se
décompose en la composante d,, qui appartient a la représentation I'1, et les deux composantes
(dy, dy), qui transforment comme les fonctions de base de I's. L’élément de matrice (1(2|d]y(1))
est donc donné par une constante (1) [¢2), on |€(2)) est un vecteur qui transforme comme 'y
qui apparait dans la décomposition de d[yy(")). Mais nous savons que d[y(1)) appartient & la
représentation (I'y @ I's) x 'y = 'y @ I's. Aucune composante de ce vecteur aura donc symétrie
I’y et I’élément de matrice qu'on cherche est nul. On dit qu'une telle transition est interdite
a ordre de dipdle. Cette regle de sélection a été dérivée exclusivement par ’application de la
théorie des groupes et montre la portée de cette méthode.
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Chapitre 5

Le groupe orthogonal et les groupes
ponctuels

Dans ce chapitre, nous allons décrire les propriétés du groupe des rotations et des rotations-
inversions en trois dimensions. Nous allons ensuite dériver les sous-groupes finis dits groupes
ponctuels cristallographiques qui représentent les symétries de rotation des cristaux et des mo-
lécules.

5.1 Le groupe orthogonal en trois dimensions

Le groupe orthogonal est composé par toutes les transformations linéaires d’un vecteur en
3 dimensions qui conservent la norme du vecteur. Avant de discuter en détail ce groupe, nous
allons établir la nomenclature qui sera utilisée par la suite. Considérons les transformations
linéaires des vecteurs de la forme & = (21, zo,..., z,) € C", ou z1, x3,..., T, sont des nombres
complexes. Une transformation linéaire A prend la forme

£ ¢ = Ag, (5.1)

ol les composantes de £ sont
{L‘; = ZAz-jxj . (5.2)
J

Donc A est représentée par une matrice n x n A = (A;;). L’ensemble de toutes les matrices
nxn non-singulieres (c’est a dire que les inverses sont définies) forme évidemment un groupe qui
est appelé le groupe général linéaire en n dimensions. Il est noté par GL(n). Le groupe spécial
linéaire SL(n) est le sous-groupe de GL(n) qui contient les matrices ayant déterminant égal a
1.

Le groupe unitaire en n dimensions, indiqué par U(n), est composé de toutes les matrices U
telles que

(UEIUE) = (£8) (5-3)

pour chaque ¢ € C". En appliquant cette définition aux vecteurs £ +n et £ + in, nous pouvons
déduire que, pour £ et i arbitraires, nous avons

(UE[Un) = (€ln) (5-4)

et, donc, que UTU = I, la matrice identité. Il s’ensuit que le déterminant de U est un nombre
complexe ayant module unitaire et

ur=ut. (5.5)
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Le groupe spécial unitaire SU(n) est le sous-groupe de U(n) qui contient toutes les matrices
ayant déterminant égal a 1.

Le groupe orthogonal en n dimensions O(n) est défini comme U (n), mais il contient les trans-
formations linéaires des vecteurs réels & n dimensions dans ’espace R™. Donc O(n) contient des
matrices non-singuliéres a composantes réelles. Si R est un élément de O(n), alors les compo-
santes de ¢ = R¢ sont

l4
;=) Rijzj . (5.6)
J
Dans ce cas, I'invariance de la norme du vecteur implique
M

Z(m’;)z = > 3 RijRyxjmy = Y. a7, (5.7)

ki 7
pour chaque vecteur £ = (z1, x9,..., ;). Il est donc nécessaire que
Rij R = 6, (5.8)
ou
R'R=1. (5.9)

Il s’ensuit que le déterminant de R ne peut prendre que le valeurs £1 et
R'=R". (5.10)

Une matrice qui satisfait a une telle condition est appelée matrice orthogonale. Le groupe spécial
orthogonal SO(n) est le sous-groupe de O(n) composé par les matrices ayant déterminant égal
al.

Nous pouvons maintenant discuter plus en détail le groupe orthogonal en trois dimensions
0O(3). Considérons trois vecteurs orthonormés &;, &, et &; dans l’espace a trois dimensions.
L’orthogonalité implique que

éi . éj = (51']' . (511)

Les vecteurs sont orientés selon la regle de la main droite, c’est a dire
él'(ég Xég) =1. (512)

Une transformation orthogonale R € O(3) conserve la norme de tous les vecteurs et, par consé-
quent, les angles entre vecteurs. En effet, considérons le vecteur x + y. Puisque sa norme est
conservée, nous avons

IR(x+y)]>=|Rx+ Ry|* =[x +y|*. (5.13)

Cela est vrai pour x et y arbitraires, ce qui implique nécessairement
(Rx)- (Ry)=x"y, (5.14)
d’ou la conservation de ’angle entre les deux vecteurs. Donc, en définissant
& = R&;, (5.15)

nous avons que les trois vecteurs &}, &, et &5, comme les anciens &;, & et &3, sont orthonormés.
Nous pouvons exprimer un vecteur arbitraire dans la base formée par les trois vecteurs &, &
et &3

3
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Le vecteur transformé devient ;
!/ Al
x'=Rx =) ;6. (5.17)
i=1
Les composantes de x’ dans la nouvelle base &}, &, et &} sont donc les mémes que celles de x
dans 'ancienne base. Nous cherchons les composantes du vecteur transformé x’ par rapport a
I’ancienne base. Elles sont données par les produits scalaires du vecteur avec les trois vecteurs
de la base
3 3
z;=x"8 =) x;8;-&; = Rjx;j, (5.18)
J=1 J=1
ce qui établit la loi de transformation des composantes. Pour la derniére égalité nous avons
utilisé la relation

(5.19)

qui suit facilement de la définition (5.15)). La loi de transformation des vecteurs de base est aussi
dérivée immédiatement de (5.15))

A Al
Rij:ei-ej,

3
&= &Ry (5.20)

7=1
Calculons maintenant le produit &] - (&} x &5)
él . (éé X ég) = ZRilRﬂRkBéi . (éj X ék)
ijk
= > &jrRiiRj2Ri3
ijk
= det(R), (5.21)

ol nous avons introduit le tenseur de Ritchie €;;;, qui est égal & 1 si (4, j, k) sont une permutation
paire de (1,2,3), a —1 si la permutation est impaire, et zéro autrement. Nous avons donc montré
que les vecteurs &, &, et &, sont ordonné selon la régle de la main droite ou gauche, si le
déterminant de R est respectivement 1 ou —1. En particulier, I'opérateur d’inversion

it x->x =-x, (5.22)
représenté par la matrice
-1 0 0
r=[ 0 1 0. (5.2)
0 0 -1

ayant déterminant égal a —1, transforme une base orientée selon la main droite en une autre
orientée selon la main gauche. Etant donné une transformation R € O(3) donc, deux cas sont
possibles. (i) det(R) = +1 et donc R est aussi un élément de SO(3). (ii) det(R) = -1 et donc R
est donnée par un élément de SO(3) multiplié par R;.

Considérons maintenant les rotations autour d’un point fixe. Ces rotations forment un
groupe. Ce groupe est isomorphe & SO(3). Pour le démontrer nous devons montrer que chaque
rotation est représentée par un élément de SO(3) et que a chaque matrice orthogonale de SO(3)
correspond une rotation. Une rotation d’un angle ¢ autour d’un axe parallel au vecteur unitaire
& qui passe par le point d’origine O, transforme le vecteur x en le vecteur x’ donné par

x' =xcosp+&(x-8)(1-cosg) + (&xx)sing. (5.24)

Cette expression peut étre déduite facilement a partir d’une représentation graphique comme
celle montrée en figure Cette transformation est clairement linéaire et de la forme (5.18))
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0,

FIGURE 5.1 — Schéma d’une rotation d’un angle ¢ d’un vecteur x.

avec composantes

Rij(¢) = 6ijcosdp+ejej(1—cosg) - €jpepsing. (5.25)
k

Les éléments R;j(¢) forment une matrice orthogonale, puisque R;;j(¢) = Rji(-¢) et donc la
matrice inverse est égale a la matrice transposée. Son déterminant est égal & 1. Nous pouvons le
démontrer comme suit. Pour ¢ = 0 on a clairement det(R(0)) = 1. Or, det(R(¢)) est une fonction
continue de la variable ¢. S’il existe un angle pour lequel det(R(¢)) = —1, alors la fonction
det(R(¢)), par continuité, doit prendre toutes les valeurs entre 1 et —1. Cela est impossible
puisque le déterminant d’une matrice orthogonale ne peut que prendre les deux valeurs +1.
Il nous reste a prouver que tous les éléments de SO(3) représentent des rotations. Soit
R € SO(3). Nous montrons d’abord qu’il existe au moins une direction &s invariante sous R,
c’est a dire
Rés = 8. (5.26)

Pour le prouver, considérons le probleme aux valeurs propres
Rx = \x. (5.27)
Les valeurs propres A sont les solutions de I’équation séculaire
det(R-\I)=0. (5.28)

Puisqu’il s’agit d’une équation de troisieme degré a coefficients réels en A, elle a au moins une
solution réelle. Soit A3 cette solution et €3 le vecteur propre correspondant. Puisque R est une
matrice orthogonale, nous avons que

(Ré3) - (Réz) = A\je3-83=1, (5.29)

ce qui implique A3 = +1. Le produit des trois solutions Aj a3 est le déterminant de la matrice
et doit donc étre égal a 1. Si A1 et Ao sont réels, alors ils doivent valoir 1 ou —1. Deux cas
sont possibles : (i) A\ = Ag = 1 et A3 = 15 (ii) Ay = —=A2 = £1 et A3 = —1. Dans les deux cas
nous avons trouvé une valeur propre égale a +1. Si par contre A\; et Ay sont complexes, alors
nous devons avoir A\ = A\] pour que le déterminant soit réel. Dans ce dernier cas, la condition
sur le déterminant nous donne |)\1|2)\3 =1, ce qui implique A3 = +1. L’existence de la direction

o6



CHAPITRE 5. LE GROUPE ORTHOGONAL ET LES GROUPES PORydigite[§uantique 11

invariante & est donc prouvée. Nous choisissons maintenant deux vecteurs unitaires &, et &,
orthogonaux I'un par rapport a 'autre et les deux par rapport a s, orientés selon la regle de la
main droite. Les trois vecteurs Ré&;, Réy, et Ré3 = €3 sont aussi orientés selon la main droite et
les premiers deux se trouvent dans le plan défini par &; et &. Soit ¢ l'angle entre &; et Ré; (il
est aussi I'angle entre & et Ré, suite a 'orthogonalité de la matrice). Les angles formés par &,
et Réy, et par & et R&; sont respectivement ¢ + 7/2. Il s’ensuit que

Ré; = @j1cos¢+érsing
Ré; = -&;sing+&scosd. (5.30)

La matrice R représente donc une rotation d’un angle ¢ autour de &s. Cela preuve I'isomorphisme
entre SO(3) et le groupe des rotations propres en trois dimensions.

Les éléments de la matrice Ry, (¢) [Eq. peuvent étre exprimés en termes de trois
matrices Hermitiques

0 0 O
Ji = 00 —i |,
0 ¢« 0
0 0 1
Jo = 0o 0 0],
- 0 0
0 -2 0
J3 = i 0 0 (5.31)
0O 0 O
Ces matrices obéissent aux lois de commutation
[JlaJm] = JlJm_JmJl
= i) emrlp- (5.32)
k
L’élément Im de la matrice ;
J-é= Z Jkek (533)
k=1
est donné par
(J-8)im =1 ) €tmk - (5.34)
k

Ici nous avons formellement défini un vecteur J = {Jq, J2, J3} dont les composantes sont les
trois matrices définies en . Cette définition nous permet d’écrire sous forme compacte les
combinaisons linéaires de ces matrices comme par exemple I’expression . D’apres
nous déduisons que

(J-im = = 2 €mkChenmpep
n,k,p
= - Z €kInCkEmpnCp
n,k,p
= > (kpOim — SkmOip)€xep
k,p
= (5lm—elem, (5.35)

ol nous avons utilisé les propriétés du tenseur de Ritchie ¢, et

(J-e)?=J-¢. (5.36)
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Ces deux derniers résultats nous permettent d’écrire la matrice, dont les éléments sont donnés
par (5.25), dans la forme suivante

Res(9)

I—iI-ésin(¢) - (I-€)%(1-cos(¢))
exp(—ipJ - &), (5.37)

ol nous avons utilisé le développement en série de Taylor de I’exponentiel. Cette expression en
termes d’une fonction exponentielle permet d’appeler les matrices Ji, Ja, J3 les générateurs des
rotations en trois dimensions.

5.2 Les sous-groupes de O(3)

Les transformations du groupe orthogonal sont souvent indiquées par des symboles spéciaux.
Les deux notations couramment utilisées sont la notation de Schonflies et la notation interna-
tionale.

Dans la notation de Schonflies les symboles suivants sont utilisés :

(i) Cy indique une rotation d'un angle 27/n. Si ’axe de rotation n’est pas clair du contexte,
alors il faut le spécifier. S’il n’est pas spécifié, normalement il s’agit de I’axe z.

(ii) 4 indique l'inversion par rapport a l'origine : x > x’ = -x.

(iii) o indique un miroir par rapport a un plan. Souvent on distingue plusieurs types de miroirs,
selon leur relation avec les autres éléments de symétrie de ’objet qui nous intéresse. Un
miroir dont le plan contient ’axe de plus haute symétrie est appelé un miroir vertical et
il est indiqué par o,. Un miroir dont le plan est orthogonal a ’axe de plus haute symétrie
est appelé un miroir horizontal et indiqué par oj. Finalement, un miroir dont le plan
contient I’axe de plus haute symétrie et en méme temps la bissectrice entre deux axes Co
orthogonaux a ’axe de haute symétrie, s’appelle un miroir diédral et il est indiqué par oy.

(iv) S, indique une rotation impropre d’un angle 27 /n. Il s’agit d’une rotation de 27 /n autour
d’un axe &, suivie par un miroir dont le plan est orthogonal & &. Donc

S, =0,Cp = Croy, (5.38)

puisque ces deux opérations commutent. Nous remarquons que i = Ss.

Dans la notation internationale (que nous n’utiliserons pas mais qui est souvent utilisé dans
la littérature), 'opération C), est indiquée simplement par le symbole n et un miroir par m. Une
opération de rotation-inversion, du type ¢C),, selon la notation de Schonflies, est indiquée par
n. Donc i = 1. Un systéme qui a un axe de symétrie principal & avec symétrie C,, et des axes
de symétrie Cy orthogonaux a & est indiqué par n2. Les combinaisons (Cy,0y,) et (Cy,0,) sont
indiquées respectivement par - et nm.

Nous allons énoncer par la suite les regles de commutation entre transformations appartenant
a 0(3), ainsi que de théorémes d’appartenance aux classes de conjugaison. Ces propriétés seront
utiles pour I’étude des représentations irréductibles des groupes de rotations et peuvent étre
facilement déduites de ([5.37).

Théoréme. Les seules paires R, Re d’opérations appartenant a O(3), telles que RiRy =
Ry Ry, sont :

— Deux rotations autour du méme axe.
— Deux miroirs ¢ par rapport a des plans orthogonaux.
— Deux rotations de m (180 degrés) autour d’axes orthogonaux.

— Une rotation et un miroir ¢ par rapport au plan orthogonal a I’axe de la rotation.
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— L’inversion ¢ et un élément quelconque de O(3).

Il faut quand méme remarquer que ces regles ne sont valable que pour des rotations appliquées
a des fonctions de la position x ainsi que a des champs vecteurs ou tenseurs. Nous verrons par
la suite qu’elles ne s’appliquent pas par contre aux spineurs , c’est a dire les vecteurs de 1’espace
de Hilbert qui décrit le degré de liberté de spin d’un systeme quantique.

Théoréme. Soit G un groupe de rotations. Deux rotations R(¢,é) et R(¢’,é") sont dans la
méme classe de conjugaison si ¢ = ¢’ et il existe une rotation R(6,7) € G telle que &' = R(-60,n)é.

corollaire. Soit G un groupe de rotations. Deux rotations R(¢,é) et R(-¢,é) sont dans la
méme classe de conjugaison s'il existe une rotation R(6,7) € G telle que —é = R(-0,n)é.

corollaire. Soit G = SO(3). Toutes les rotations R(¢,é), pour ¢ donné et é arbitraire, sont
dans la méme classe de conjugaison. De méme, les rotations R(-¢,é) = R(¢p,—€) sont dans la
méme classe. Nous pouvons donc résumer cette propriété en disant que toutes les rotations ayant
le méme |¢| appartiennent a la méme classe.

Nous pouvons maintenant décrire les principaux groupes finis qui interviennent dans la phy-
sique du solide et moléculaire.

Groupes C),. Il s’agit des groupes cycliques, générés par une rotation de 27/n autour d’un axe
donné. Ils ont donc la forme

{E, C,, C2,..., C"™ 1y

ou, évidemment, E = C]; est I'opérateur identité. Ils sont indiqués par C,, c’est a dire le méme
symbole utilisé pour indiquer une opération de rotation de 27 /n. Il faut donc faire attention, mais
la plupart des fois la distinction peut étre déduite du contexte. Dans la notation de Schoenflies
ces groupes sont simplement indiqués par n (ce qui crée encore plus de confusion!).

Groupes C),. Il s’agit des groupes contenant les opérations C, et n miroirs o, par rapport a
des plans verticaux, qui contiennent donc l’axe de rotation. Ils ont la forme
(E, Cn, C2,..., C" oyt Oum}

Il est clair que la composition d'un miroir ,; avec une rotation C’,l1 donne encore un miroirs g,p.
Le groupe (', toujours utilisé dans ces notes en tant qu’exemple, appartient a cette catégorie.

Groupes Cy,. 1l s’agit des groupes générés par une rotation C, et un miroir o par rapport
donc a un plan orthogonale a 'axe C,,. Remarquez que ces groupes ne contiennent pas que des
opérations C’,ll et o, puisque la composition de ces deux types d’opérations donne lieu a des
rotations impropres S,,. Par exemple, So = 0,Cy = Co0op, = i. Ceci implique que pour n pair
I'inversion 7 est contenue dans C,,.

Groupes S,,. Il s’agit des groupes générés par une rotation impropre S,. Encore une fois il
faut distinguer entre le groupe et 'opération, les deux malheureusement indiqués avec le méme
symbole. Puisque S,, = 0,C,, = Cyo0}, alors SZ = C’g, ST = E pour n pair, et S;' = g, pour n
impair. Il faut donc faire attention puisque, pour n impair, les groupes S, coincident avec les
groupes Cp, puisque ils contiennent oy, = S et C), = 01,.5,. Par contre, pour n pair, S, n’est
pas le méme groupe que Cyp,, mais contient le groupe cyclique C(,9) en tant que sous-groupe.

Groupes D,,. Il s’agit des groupes générés par une rotation principale C, par rapport a un axe
donné, et n rotations Cy par rapport a des axes orthogonaux a l’axe principale de la rotation
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FIGURE 5.2 — Schéma d’un tétracdre.

C,. Nous pouvons mieux comprendre la nature de ces groupes en remarquant qu’ils représentent
les groupes des symétries propres (rotations propres) des polygones réguliers a n cotés en trois
dimensions.

Groupes D,4. Il s’agit des groupes composés par les éléments de D,, plus n miroir dihédraux
04. Nous rappelons qu'un miroir et dit dihédral lorsque le plan du miroir bissecte ’angle entre
deux opérations Cy adjacentes. Les groupes D, 4 sont les groupes de symétrie (incluant aussi les
rotations impropres) des polygones réguliers & n cotés en trois dimensions.

Groupes D,;,. Il s’agit des groupes composés par les éléments de D,, plus un miroir oy,

Groupes cubiques. Il y a cinq groupes dit cubiques. Ces groupes ont une importance fonda-
mentale en physique du solide puisque beaucoup de solides cristallins ont un des ces groupes
comme groupe de symétrie ponctuelle de rotations. Commencons par le groupe T'. Il s’agit du
groupe des rotations propres de symétrie d’un tétraedre par rapport a son centre géométrique. Le
tétraedre est représenté en Figure Nous voyons qu’il est inscrit dans un cube, ce qui explique
le nom de cette catégorie de groupes. Nous pouvons imaginer que les vertex du tétraedre sont
quatres atomes qui constituent la cellule fondamentale d’un cristal (le diamant par exemple).
Les six arétes du tétraedre sont les diagonales des faces du cube. Les rotations qui laissent le té-
traédre invariant sont I'identité E'; quatre rotations de 27/3 autour des axes é; = 371/ 2(&+g+2),
by =321 -g-2), 63=3Y2(-2+§-2), et &, =372(~& -+ 2); les inverses de ces quatre
rotations, qui correspondent aussi & des rotations de 47/3; et trois rotations de 7 autour des
axes I, ¢, et 2. Typiquement, on indique la composition de ce groupe par

T ={E, 4C3, 4C%, 3C*},

ou nous avons souligné la structure en classes. Le deuxiéme groupe cubique est Tj,. Il est généré
par les éléments de T' plus I'inversion i. Sa structure est

Ty, = {E, 4Cs, 4C3, 3Cy, i, 455", 45°, 301,},
ou Sy L=iCs, Sg = iC%, et o, = iCs. Remarquez que le tétraedre n’est pas invariant par toutes

les opérations de T},. Le groupe Ty, par contre, est le groupe des symétries, propres et impropres,
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du tétraedre, et il décrit la symétrie de beaucoup de solides cristallins. Il contient les éléments de
T plus six plans miroir dihédraux qui bissectent les plans (9, 2), (2,%), (£,9), respectivement ;
plus six rotations impropres Sy, autour des axes Z, ¢, et 2. Ces nouvelles opérations forment les
classes 604 et 654. Puisque ces nouvelles opérations peuvent faire changer de signe aux axes é;,
(j=1,...,4), les opérations Cj et Cg appartiennent maintenant a la méme classe, contrairement
au groupe 7. La structure en classes du groupe Ty est donc

T, = {E, 8Cs, 3C,, 604, 6S4}.

Le groupe O es le groupe de rotations propres qui laissent un cube invariant. Ces opérations
sont I'identité E'; des rotations C3 autour des axes é;, (j = 1,...,4); des rotations Cy autour des
axes &, §J, et 2; des rotations Cy autour des axes (Z +9)/V2, (2 -9)/V2, (§+2)/vV2, (§-2)/V2,
(2+2)/\V/2, et (2-2)//2; des rotations Cy autour des axes Z, §J, et 5. Ces derniéres générent
évidemment aussi les Cy = Cf, mais ne sont pas dans la méme classe. La structure en classes est
donc

O ={E, 8C3, 3Cs, 6C}, 6Cy}.

Nous concluons cette liste par le groupe Oy, généré par les éléments du groupe O plus l'inversion
i. C’est le groupe complet (rotations propres et impropres) des symétries d’'un cube. Puisque i
commute avec toutes les autres opérations, la structure en classes est dédoublé par rapport a la
structure en classes de O :

On = {E, 8Cs, 3Cy, 6C}, 6Cy,i, 8Ss, 304, 604, 654} .

Les représentations irréductibles et les tables des caracteres de tous ces groupes se trouvent
dans la plupart des ouvrages sur les applications a la physique de la théorie des groupes.

Nous concluons ce chapitre par 1’énonciation d’un théoreme fondamental en physique du
solide. C’est la restriction cristallographique.

Théoréme (restriction cristallographique). Dans un solide cristallin périodique en trois
dimensions, les seules rotations propres de symétrie ponctuelle possibles sont des C), avec n =
2,3,4, et 6.

Ce théoreme est tres important puisque il limite les opérations de symétrie ponctuelle pos-
sibles a ces rotations, les miroirs, et les rotations impropres générées par ces deux. Nous ne
donnons pas ici la preuve de ce théoreme, qui découle de la périodicité du cristal dans les trois
dimensions. Nous remarquons toutefois qu’une conséquence importante de ce théoréme est que
pour un solide cristallin, seul 32 groupes de symétrie ponctuelle sont possibles. C’est les 32
groupes ponctuels. Nous les indiquons dans la table qui suit.
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C, |n=1,2,3046
Con I n=1,2,34,6
Cro | n=2,3,4,6
Sh n=2,4,6
D, | n=23,46
Don | m=2,3,4,6
Dpa | n=2,3

TABLE 5.1 — Les 32 groupes ponctuels de symétrie des cristaux périodiques.

62



Chapitre 6

Théories des perturbations

Lorsqu’il s’avere impossible de calculer en pratique les états et les énergies propres de ’ha-
miltonien qui régit un probleme, il est d’usage de recourir a des techniques d’approximation.
Celles-ci different suivant que I’on considére ou non une dépendance temporelle, suivant qu’il
y ait ou non une dégénérescence des états propres, mais aussi en fonction de la pertinence de
I’approximation cherchée et de la puissance de calcul dont on dispose...

6.1 Théorie des perturbations indépendantes du temps

On considere un probleme physique régit par un hamiltonien H que 'on décompose sous la
forme H = HO +V ou HO est un hamiltonien dont les énergies propres et les états propres sont
connues, et le terme complémentaire V est traité comme une perturbation du systéme.

6.1.1 Cas non dégénéré :

Par la suite on notera |¢,,) la base des états propres connus de Hy et e, les énergies propres
associées. Le but de cette section et d’établir des techniques permettant de déterminer les énergies
propres de ’hamiltonien total H et de comparer leur variation par rapport aux énergies propres
de Hy. Pour des perturbations suffisamment petites il est raisonnable de penser que les états
propres |1h,) de H seront "proches" de |¢,), et les énergies associées E,,, proches de e,.

On considere en fait ici un probléme plus général en introduisant un parametre A\ € R tel
que H = Hy+ AV, et nous étudions la limite de ce probléeme lorsque A tend vers 0 (i.e. nous
nous focalisons sur de tres petites variations). Dans la limite de tres faibles A la solution pourra
certainement étre décomposée en puissances de A :

1) = 6n) + M) + X% o) + - (6.1)
En=en+ AE} + M2 E2 + .., (6.2)

L’équation de Schrodinger s’écrit ainsi :

(Fo+ V) (1) + MDY + X2 [p ) + )
= (en + ABL + X B2 + ) (16n) + A{D) + A2 [P) + )
(6.3)
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Noter que si le rayon de convergence de ces séries est supérieur ou égal a 1 on aura une
bonne approximation du probleme pour A = 1, i.e. pour notre probleme initial. On choisit la
normalisation de la base |¢),,) pour toute valeur de A en imposant (¢n|1,) = 1, ce qui revient a
imposer

(onl§) =0, (6.4)

pour tout j € N, en particulier les états |¢,,) ne sont pas orthonormaux.
L’équation [6.3] doit étre vérifiée & chaque ordre en \ :

1. A Tordre 0, on a :
Hy ’¢n) =€n ‘¢n)a

2. Alordre 1 :
Ho [pD)+ V[n) = en [0} + ESD (), (6.5)

ce qui donne, si on fait le produit scalaire avec |¢,,) :

(In Ho[hST D) + (00l V|6n) = €n (dn]o) +ED (pn]dn) -

N— ~——
=0 =1 =0 =1

En d’autres termes :
<¢n|‘7|¢n> = E7(11) (6'6)

3. A lordre k > 2 quelconque :

Ho o)+ VD) = ¢, [98) + BV Dy 4o 4 BGD 1Dy 4 BG )

et une fois le produit scalaire avec |i,,) effectué, on obtient :
Ba(k) = {¢nlVIDED).

Nous savons donc comment déterminer & n fixé, les énergies E,(LI),---,E,(Lk), une fois les
\wr(ll)) P |¢§Lk_1)) connus. Encore faut-il pouvoir déterminer |w7(1k)) a partir de ‘w£1)> T |¢ff‘1)).
Pour ce faire on utilise la condition : si on connait la projection de |’(/J7(Lk)> sur tous les ¢,

pour m # n on accede a |¢,(Lk)). Pour ce faire on présente ici deux approches : la théorie de
Rayleigh-Schrédinger, et celle de Brillouin-Wigner.

La théorie de Rayleigh-Schrodinger :
On a :

=€n <¢m|¢r(zk)> + Ey(zl)<¢m|¢7(zk_1)> +eeet E7(zk)<¢m|¢n>7

ce qui donne :

€m<¢m‘¢7(1k))+ <¢m|‘7’w7(1k_1)>
= 0 (o[ + ES (@m0 D) + oo+ BED (@),
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Ainsi :
(Smlth) = —— (V) = BN (Gl D) = = BED (6, [0 1))
et on remarque que |w7(Lk)) est entierement déterminé par les valeurs de Efll),---,Eﬁk_l) et
par les états hp(l)),m, ]w£k_1)). Afin de fixer les idées, on présente le calcul a 'ordre 2 : on doit

déterminer E,(Ll) et 1/17(11). L’approximation de FE,, au premier ordre est donnée par il faut
encore déterminer w,,(f). On fait le produit scalaire de 1’équation |6.5 avec |, ), il vient :

d'ott A
(Sml Vo)

€n —€m

(Gml(D) =
Ainsi,
) =[én) + AJD) + ON)
gy Y omlVion) %'V"b") 6m) + O(N),

m+n n -

Ce qui nous permet d’accéder a E(2)

E® = (¢, [VID)

= 2 6alVIom) {dmly”)
= 2 {@ulVIom) (ulvr).
d’ou
(Gm|V]dn
o 3 onlVien )
Remarque 6.1.1. 1. Si |¢y,) est le fondamental alors €, — €, est toujours strictement négatif

(puisque 'on a supposé les états non dégénérés), ainsi I’énergie du fondamental est toujours
abaissée par la correction a 'ordre 2.

2. La présence d’un dénominateur en ¢, — ¢, exclus immédiatement 1’'utilisation d’une telle
méthode dans le cas d’un niveau dégénéré.

Comme annoncé précédemment les états [¢,,) ainsi obtenus ne sont pas orthonormés. On

utilise [6.2] : -
(nlthn) =1+ 3 NP D).

k=1

Autrement dit la norme entraine toujours une correction d’ordre supérieur en A. En particulier
le premier terme est d’ordre 2 et vaut :

OO 2
(Ynlthn) =1+ X Y ‘< i >|

m#n (en - em)Z .

Attardons-nous sur les condition de validité d’une telle méthode. Comme annoncé au début
de cette section, il faut que le rayon de convergence de la série de ’énergie soit supérieur ou égal
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a 1, mais il s’avere impossible de vérifier cette condition puisque la série n’est pas explicitement
déterminée. Afin de palier & ce probléme on impose que le coefficient du terme A2 soit petit par
rapport au coefficient en A. Désignons par A la différence entre ¢, et le niveau le plus proche en
énergie, on a :

<Z5m|V|<Z>n|
‘E@)‘ ‘mz:t:n (en —€m) |
(6l V1n)|
Sn;n (fn_em)
1
% (z (G160} nlV160) - 5P

- (St - <¢n|v|¢>n>2).

l>

La condition |E7(12)| < |ET(L1)| est satisfaite des lors que :

. AV |, A.
Tiony ~ (nlV 100 <

Une condition plus restrictive mais également plus aisée & vérifier serait d’imposer que les élé-
ments de la matrice des perturbations soient faibles par rapport & ’écart entre les niveaux,
autrement dit on impose :

’<< 1.
€n — €m

Ezemple 6.1.2. Potentiel d’'une molécule diatomique

L’hamiltonien du systeme est donné par H=Hy+V avec
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257

20

151

FI1GURE 6.1 — Correction au potentiel

Les énergies et états propres de Hy du systéme sont déja connus, en particulier €, = (n + %)
L’objectif est de déterminer a n fixé les Eflk). Par exemple :
EW = (n)ci® + q@t|n) .

On introduit les opérateurs création et annihilation de telle sorte que & = af + a. On remarque
d’emblée que le terme ¢23 ne contribue pas puisque seuls les termes avec le méme nombre de @
et a! donnent lieu & des coefficients non nuls. Par ailleurs, le graphique nous indique que
le coefficient ¢ est nécessairement négatif, et :

@4=@ﬁ+af=(m02+am+aﬁ+a32
= (ah)* + (ah)%a? + (a")3a + (a")%aa’
+a%(ah)? +a'a’ata+a*al + afa(a’)?
+a'ad +a'aa’a +a'aaal + a(al)?

ata? +aa'ata +aataal

+aa
SN2 A2 A2 (AT\2 | atanal L oastata L atasta L astanst
:(a ) a‘+a (a ) +a'aad' +aa'a'a+a'aa'a +aa'aa’',
ou la derniere égalité est obtenue en utilisant la remarque précédente sur les termes qui contri-
buent de manieére non triviale. Rappelons que

{ aln)=/nln-1),
alln)y=vn—-1ln+1),

ce qui donne
(] (a+a)"n
= (n| (a")" a%n ) +(nfa2 (")’ n) + (naaaal|n) + (njaatalaln) + (nfataataln) + (naataal|n)
= (V) (Va=1)  (n-2n-2) + (V= 1)’ (Vi) (n—2n-2)
+ (\/m)2 (Vn 2 (n+2n+2) +2v/n-2vVn - 1v/nVn + 1{n|n) + (Vn- 1)2 (Vn+ 1)2 (n|n)
~6 (n in-2)+00).

1
2
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On remarque d’emblée que la correction en énergie est négative et que lorsque n augmente, le
potentiel augmente également, ainsi les niveaux d’énergie se rapprochent lorsque n augmente.

La théorie de Brillouin-Wigner :

Les limites pratiques de la méthode précédente apparaissent tres clairement dans I’exemple
précédent et dans les exercices de séries : a ’exception des cas tres particuliers, les calculs a des
ordres supérieurs a I'ordre 2 s’avérent tres vite beaucoup trop compliqués. La théorie de Brillouin-
Wigner propose une alternative a cette technique, en traitant les composantes (¢, |¢y, ), avec m #
n, comme des O(A). Ce choix semble raisonnable puisque les composantes (¢,,|1,) deviennent
arbitrairement petites lorsque A tend vers 0. On part donc de I’équation de Schrédinger pour
un état propre [¢,) :

(PIO + )“A/) W}n) =k, ‘wn) : (6.7)

En utilisant on remarque qu’un tel état se décompose sur la base non perturbée :

m+n

On fait le produit scalaire de par |¢n,) :

On obtient ainsi une expression de [¢),) dans la base non perturbée :

(Dm|VIn)
D
|¢n +>\n;n|¢m o €m )\ m¢%¢n|¢m> En_em En—ﬁj +oy

ce qui permet d’obtenir une expression pour I’énergie a un ordre arbitraire. Il suffit en effet de
projeter 1’équation suivant sur 1’état |iy,) :

d (En - en) =A <¢n|f/|¢n) )

et de combiner cette expression avec I’écriture de |¢,) dans la base non dégénérée :

N N 1 N
By = en+ M AVI) + X% 3 (6l VIdm) e (@mlVidn)

m*n En
A (0nlVIom) e omlVI65) o (95lVI6n) +
m#n,j+n n
Remarque 6.1.3. 1. Si on tronque 'expression de FE, a un ordre donné la solution coincide
avec celle donnée par la théorie de Rayleigh-Schrodinger, des exemples sont donnés en

séries,
2. A un ordre donné on remarque que ’expression de ’énergie contient ici tous les termes

d’ordre supérieur, ce qui donne une meilleure approximation que le résultat obtenu par la
théorie de Rayleigh-Schrédinger.
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6.1.2 Cas dégénéré :

Comme mentionné ci-avant, la théorie de Rayleigh-Schrodinger est mise en échec des lors
que Hy admet une valeur propre €, dégénérée, a cause de la présence dans l'expression de F,
d’un terme en oo bour tout m # n. Afin de résoudre ce probléme, constatons que les états
dégénérés associés a une énergie ¢, forment un sous-espace vectoriel fini de ’espace de Hilbert,
disons que ce sous-espace est engendré par des états propres |¢y, ), pour i € {1,---, k} de Hy, que

I’on choisit orthonormaux. Les termes problématiques dans I’expression de 1/1,(11) sont donc de la

forme (#d71eny)

o, aveci#j. Autrement dit si on arrive & diagonaliser V dans la base des états
|én, ), le probléme disparait.

? J

Calcul au premier ordre :

Les états propres du probleme perturbé se décomposent donc a priori dans la base des états
non perturbés sous la forme :

k
j=le— —— m#n ~———
o) O(X)

On adopte dés & présent et pour le reste de cette section la notation |¢,,) pour désigner les
états propres de Hy qui ne correspondent pas a la valeur propre €,,. Si on projette I’équation de
Schrodinger pour I’état propre v, du probléeme perturbé sur un état propre dégénéré (¢,,| du
probléme non perturbé on trouve :

(En =) (Snltn) = X 3 Adnil Vidn; ) (dn [0n) + A 30 (bniVidm) (b}, (6.8)
J

m#n;

ce qui donne I'expression suivante au premier ordre en \ :

(En = en) {dnilton) = A 3 Adnil VIdn,) (dn;lion) + O(N). (6.9)
J

Notons que résoudre ce systeme de k équations revient, comme annoncé en introduction, a
un probléme de diagonalisation matricielle. En effet, si on introduit u, le vecteur de composantes
(P, [t0n)), et M) 1a matrice (k x k) de composantes Mi(jl) =\ (gbni|f/|¢5nj), le probleme [6.9] se
réécrit sous la forme :

MDu=(E, -e,)u

Soient E,,(lli) les k valeurs propres de M (1), et u’ les vecteurs propres associés on a :
Epi=en+EY v 0N
?’L»l €n + n,i ( )7
u; = <¢n]|7;bn,z> ~ O()a

ou les |t ;), avec i € {1,---, k}, forment une base du sous-espace des états dégénérés d’énergie €,
telle que V est diagonal dans cette base, i.e. pour tout i, j € {1, k} :

(VnilVIn,j) = En,idij.
Remarque 6.1.4. 1. Si on écrit explicitement 1’équation aux valeurs propres pour la valeur

1)

propre E7(” on a, pour l € {1, k} :

k
2 >‘ <¢nz|V|¢n]> (¢n] |¢n,i> = (En,i - en) <¢nl|¢n,z>
j=1
Il apparait donc clairement qu’en général E,,(llz) # (dn |V |n, ).
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2. En général une perturbation permet de lever une dégénérescence, i.e. d’obtenir des cor-
rections en énergie ESZ) qui sont toutes différentes. Les dégénérescences qui subsisteraient
seront en fait dues a des symétries intrinseques, i.e, directement reliées a la physique du
probleme.

3. Noter que dans le cadre d’'une théorie de la perturbation d’un systéme physique non dé-
généré la perturbation apparait a 'ordre 1 en A alors qu’ici elle apparait des ’ordre 0.

4. On est donc parti d’un systéme décrit par un hamiltonien H=Hy+V ou:

0 O
e O
0 €1

0 e

€n

€n+1

Une perturbation au premier ordre en A revient donc a diagonaliser le bloc I, par contre,
a l'ordre 2 et au dela, on ne peut plus négliger la contribution des blocs A, B, C' et D.

Calcul aux ordres supérieurs :

On part du probléme [6.8] :
(En = €n) {Pn;[thn) = A Z ¢m|vl¢n]> (¢n7|7/)n +A Z ¢nz|V|¢m> (Dmlthn),

m¢nJ

Considérons également la projection de I’équation de Schrodinger sur un état propre |1y, ) de H,
ne correspondant pas a 1’énergie propre €, on a

ie.: .
(Pm|V]ion)
E,-¢€,

avec E,, = ¢, + O(\). Par ailleurs 'orthonormalité de la famille {|1,,.)}% | nous permet d’écrire :

k
|wn> =1 W}n (Z |¢n] ¢n3| Z W)m ¢m ) |7/}n = Z |§bnJ d)n]lT/}n) + O()\)

Ainsi N
EA{dm|Vdn, ) (dn,ltn)
(Pmlthn) = Z - 3_6 00N,
On injecte cette expression dans l’equatlon [6.8] il vient :
k
(En —€n) <¢njwn> =A <¢m’V|¢ng> (éngwn) (6.10)

j_

+)\222

j=1 m €n —

¢nZ|V|¢>m> (Dl V16n,) (Dns [m). (6.11)
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Comme précédemment on se ramene a un probleme aux valeurs propres en introduisant la
matrice M) qui est une matrice (k x k) de composantes :

M = XMon[Vidn,) + X 3

m ©n —

<¢nz|V|¢m) {nlVIdn,) -

Si on note Effi) les k valeurs propres de M (2), et v? les vecteurs propres associés on a cette fois :

f(Eneeenr B 00
0% = {Pn,[Yn,i) ~ O() + O(N),

ou les [t ), avec i € {1,---, k}, forment une base du sous-espace des états dégénérés d’énergie €y,
telle que V est diagonal dans cette base, i.e. pour tout i, j € {1, k} :

(YnilVItnj) = Enidij.

Remarque 6.1.5. 1. Avec cette méthode, on doit directement calculer la perturbation a I’ordre
désiré a partir de 'ordre 0 (contrairement a la théorie des perturbations non dégénérées
qui est itérative).

2. Dans le cas de probléemes a une dimension, on n’a jamais dégénérescence si le potentiel
diverge a l'infini, en particulier, dans ce cas, I’état fondamental est non dégénéré.

Ezemple 6.1.6. Puits de potentiel carré en 2 dimensions : On considére une particule confinée
dans une surface carrée de coté a. Le potentiel est nul dans la "b01te et infini sur les "murs". Les
énergies propres du systéme sont connues et de la forme €, = 2ma2 (p +¢%) avec p et g € N*.
Notons que ’état fondamental, noté [1,1) et qui correspond au cas p=1=g¢q ebt non dégénéré,

contrairement aux états |1,2) et [2,1), qui sont tous deux des états d’énergie 55" h ™ Les fonctions
d’ondes correspondantes sont données par :

27Ty

b12(e,0) = = cos()sin(Y),

d21(2,y) = —COB(—)S n(™).

Afin de lever cette dégénérescence on introduit une perturbation correspondant a un potentiel
V(x,y) = —k(z?-y?), avec k une constante positive. On cherche donc & diagonaliser la matrice :

M(l): <172|‘2|1>2> <1a2|‘:/|271>
2AVIL2) (2,171

Remarquons que les termes diagonaux sont nuls puisque le potentiel V est une fonction impaire
en = et y (donc nulle apres intégration). Il reste & déterminer les termes hors diagonale :
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4k ; ; T 2mx T 2m
(1,2|V2,1) :——2[dxfdy(mz—yz)cos(—)cos(—)sin(—y)sin(—y)
a a a a a

(SIS}
e

= % [ do [ dy(a?- zﬂ)i (cos (B) + cos (v2)) (cos (vy) - cos (By))

(SIS}
e

_ L4k fdx (1,2 [sin(vy) - Sin(ﬁy)] B [yQ sin(yy) | 2ysin(yy) 25111{%/)]

4 CL272 0 15} ~y fy2 ’}/‘5
. il . y=5
n |:.1/2 slf;(ﬁy) N 2681;2(6!/) B 2511[15(3[37])]) (cos(vx) n COS(B:E))
y="%
= —%W = -A.

us

ou l'on a utilisé § = ‘% and v = 7 par souci de clarté.

e -A

Ainsi ’hamiltonien H = (_ A e ) admet pour valeurs propres

Ai:%(QﬂtV4A2):%(zeiQA):eizL

dans le sous-espace des des états dégénérés, et les vecteurs propres associés sont donnés par
B €
C\-A- L
tant que la perturbation est suffisamment faible pour que des niveaux d’énergie voisins ne se
"recouvrent’ pas, autrement dit les résultats établis ci-avant sont valides tant que |A| «< %,
h2m? h?

5, autrement dit il faut que k < 5 —.

(o ) Comme mentionné tout au long de ce chapitre, cette méthode reste valide

i.e., tant que 1 ~ 91%]4:0,2 <

6.2 Théorie des perturbations dépendantes du temps

Jusqu’a présent nous nous somme intéresser a approximer les états propres et valeurs propres
de systemes décrits par des hamiltoniens indépendants du temps. Que ce passe-t-il quand on ne
peut plus négliger la dépendance temporelle ?

On veut donc résoudre I’équation :

ih S 16(1)) = B 1o(0). (6.12)

Noter qu’il s’agit d’une équation différentielle du premier ordre : d’apres le théoréeme de Picard
si I’état du systeme est connu a un instant donné alors on le connait & chaque instant, ce qui
permet U'introduction d’un opérateur d’évolution temporelle U(t,tg) tel que

6(t)) = U(t,t0) |6(to)) - (6.13)

Si 'hamiltonien est indépendant du temps, il est de la forme

. H(t-tq)

Ut,to)=e "7, (6.14)

lorsque la dépendance temporelle est explicite on ne peut plus utiliser une telle expression.
Il faut reprendre a zéro le raisonnement qui nous a permis d’établir le forme précédente de
I’hamiltonien.

72



CHAPITRE 6. THEORIES DES PERTURBATIONS Physique Quantique II

L’opérateur d’évolution temporelle est obtenu par résolution du systeme :

ihGU(t,to) = H)U (¢, o),
U(to,to) = 1.

Intégrons ’équation entre ¢y et ¢, il vient :
. t 0 ~ t . N
’Lh[ dtl—U(tl,to) = f dtlH(tl)U(tl,to)
to 8t to

~ t N X~
— z’h(U(t,tO)—JL):ft dt1 H(t1)U(t1,t0).
0

(6.15)

Ainsi,
N ; t N N
Utite) =1-~ [ atfi(0)0 (o)
to

; t R 112 t t R R R
-l dtlH(t1)+(——) [ [ ) ()0 (5, 10)
h Jt h to t

0
oo i n t t1 tn-1 N A
:“Z(_%) ﬂ dty t dto - ﬂ dtn, H(t1)-H ()
i=1 0 0 0

Ezemple 6.2.1. Intégrale sur un triangle
On veut calculer le terme ftz dty ft? dtoH (t1)H (t2), autrement dit on cherche & déterminer
I’aire de la partie hachurée dans la figure ci-apres :

ty

ce qui est strictement équivalent a déterminer l'aire de la partie hachurée de la figure qui
suit (cela revient juste & effectuer un changement de variable to — t1 et réciproquement) :

131

Autrement dit :

t t " R t t N ~
f dt1[ ) =f dt1[ dtoF (1) H (t2)
to to to t1
t t N N
:f dtlf dto F(82) L (11),
to to
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ou la derniere égalité est obtenue a ’aide du changement de variable mentionné auparavant. On
a donc :

t t . . 1 rt t . . 1 rt t . .
f dtl / ' dtQH(tl)H(tQ) == f dtl f dtQH(tl)H(tQ) + = [ dtl f dtQH(tl)H(tg)
to to 2 to t1 2 to t1

1 rt t . R A
=5 [dtn [ dts () A@E)O(-) + HOROO(-))
0 0

1 rt t . N
== f dt, f dtoT (H(t1)H (t2)) .

2 to to

L’opérateur T introduit & la derniére égalité est appelé t-ordonnée ou encore opérateur chro-

nologique. Pour n=2 :

H(t1)H(t) si ty > to,

T(H(t)H(t2)) = { H(t:)H (1) sits > 1.

De maniere générale pour un n € N quelconque :
T (H(tyq)) H(tyny)) = H(tr)H(tn) sity > > ty,

ol o désigne une permutation de {1,---,n}. En d’autres termes, 'opérateur T remet dans lordre
chronologique les opérateurs H (¢;) sur lesquels il agit. Cela permet de réécrire 'opérateur d’évo-
lution temporelle sous la forme :

. [ s\ M 1 t t T N N A
U(t,to)=1+2(—%) —fto dt, [ dty - fto ldtnT(H(tl)---H(tn)). (6.16)
i=1

n! to
Noter la présence du facteur correctif % di au fait que 'intégrale sur chacune des n! combinaisons
possibles des positions des t; reste la méme, puisque 'opérateur 1 a justement pour effet de

toujours réarranger les ¢; de maniére a ce qu’ils retrouvent leur position initiale. Il est d’usage
de condenser 'expression sous la forme :

O (1, to) = T(e‘%fé dtlmtl)) (6.17)

Remarque 6.2.2. 1. Silhamiltonien H est indépendant du temps alors nécessairement [ H (t;), H(t;)] =
0 pour tout ¢;,t;, autrement dit I'opérateur 7' agit de maniere triviale sur le produit
(H (to(y) - H (tg(n))) quelle que soit la permutation o de n-éléments considérée. En par-
ticulier :

. oo " 1 t t tr- A .
U(t,to):]1+2(—%) —ﬁo dt, ldtz---ﬁo ldtnT(H(tl)---H(tn))

=1 n' to
L ) i\" 1 tdt t1 gt tn-1 " _F"I . ﬁ .
1) g o [ [ i) < ),

N it g ) N
ce qui donne en notation exponentielle U(¢,ty) = e » Jig L H ) pay ailleurs, puisque H
est indépendant du temps, ftz dt'H(t") = H(t - tg), et I'opérateur d’évolution temporelle

se rééerit sous la forme U (t,t0) = T (67%H (tfto)). On retrouve donc bien 'expression |6.14

(it g B _i [t gt B
2. De maniere générale, rien ne garantit que T(e w g dtlH(tl)) = e n i MHE) 1 fant re-

venir ’expression non condensée de U et calculer explicitement chaque terme du
développement avant de les sommer. A moins de trouver une relation de récurrence entre

74



CHAPITRE 6. THEORIES DES PERTURBATIONS Physique Quantique II

entre tous les termes, ce qui n’a aucune raison d’étre, et d’obtenir de surcroit une série
convergente, ce type de calcul s’avére complétement infaisable en pratique. On s’intéresse
donc & des situations ou on peut limiter le développement a quelques termes. Dans notre
cas il s’agit de problémes décrits par un hamiltonien de la forme :

H(t)=Hy+V(t)

ou la perturbation est supposée faible devant Hy. Regardons plus en détails ce que cela
implique sur les différents termes de la somme Par exemple pour n =2, on a :

H(t))H(t2) = (Hy+V)(Ho+V) = H? +2H,V + V2.

Le terme d’ordre V2 est donc généré par les termes d’ordre VO et V1. Plus générale-
ment, chaque terme d’ordre V" dans le développement est déterminé par les termes
d’ordre m < n du développement en H (t;). Pour obtenir directement un développement
en puissance de V(t) on doit changer de représentation, c’est tout ’enjeu du paragraphe
suivant.

6.2.1 Point de vue d’interaction

Au cours des chapitres précédents nous avons déja développé le formalisme de la mécanique
quantique suivant les points de vue de Heisenberg et de Schrédinger, dans ce paragraphe nous
introduisons une nouvelle représentation, appelée représentation interaction.

Commencons par quelques rappels :

1. Dans la représentation de Schrodinger, ce sont les états |pg(t)) qui dépendent explicitement
du temps. L’évolution est régie par I’équation suivante :

i 16s(0) = H(1)65(1).

Les observables sont ici des opérateurs fixés, leur dépendance temporelle, si elle existe, est
intrinseque et n’est pas régie par H.

2. Si on adopte le point de vue de Heisenberg, la dépendance temporelle est cette fois transfé-
rée aux opérateurs. Les vecteurs d’états sont supposés fixés, et leur dépendance temporelle
est intrinseque. L’évolution du systéme au cours du temps est régie par :

611 (1)) = 65(10))
On(t) = UL(t,t0)Os(t)Us (¢, to)
3. Si on combine ces deux définitions on retrouve ¢ (£)) = UL (t,t) |#s(t)) ce qui conduit & :
(61 (0] On(®) o (t)) = (¢H<t>| (2, 10)Os(1)Us (8, o) |on (1))
U (tt0)6s(1)] UL (1, 10)Os (1) Ts (1, 10) [Uh (1 t0) 65 (1))

(Ts (8 t0) UL (1 10) 65 (1)] O (1) [Us (1, 10) T (1 t0) b5 (1)
(ps(t)|Os(t) |ps(t)).

Autrement dit les espérances sont les mémes, quelle que soit la représentation adoptée.
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La représentation en interaction est une sorte de "mélange" de ces deux points de vue. On
part d’'un probleme décrit par un hamiltonien de la forme :

H(t) = Ho+ V (1),

la dépendance temporelle due a la perturbation V est transférée aux états, tandis que la depen—
dance temporelle due a Hy est transférée aux observables. Autrement dit, et en notant que Hy est
indépendant du temps, I’évolution temporelle du systeme est régie par les equations suivantes :

H(t-tqg)
g —t"t0)
h )

~ CH(t-tg) A
Ol(t) _ 6ZH thto

(6.18)
01(t)) = ).

Pour que la représentations soit consistante on doit avoir |¢;(tg)) = |#s(to)) = |¢x). On introduit
lopérateur d’évolution en interaction Uy(¢,tp), définit pour chaque ¢ par

61(t)) = Ur(t, to) |r(to)) .

Ce qui, combiné avec la deuxiéme équation de [6.18] nous donne une expression explicite de
UI(tv tO) :

O)A

Us(t, to). (6.19)

Ur(t,to) = €'

Il faut encore déterminer comment un tel opérateur évolue. On a :

~ t-t H ~
%m(t,to)—e G 1,10 + s 0) (4 )H(t)Us(tto)

- () () - o) Os (et
ittt ( . ) (V@ ))Us(uto)

— (t-tg) Ho(t=tg) . Hg(t=tg) A
:(E) G (7 (1)) e R T O (1 1)
- (3) 1) Ot 10,
d’ou on tire ’équation différentielle :
L0 N N
’Lh—U[(t,to) = (V[(t))U[(t,to). (6.20)

ot

On retrouve une équation identique a celle qui régit I’évolution de I'opérateur Ug(t, to) en repré-
sentation de Schrodinger, sauf que cette fois c’est la perturbation Vi exprimé du point de vue
de la représentation en interaction qui joue le role de H. Si on pousse 'analogie un peu plus
loin, on peut utiliser un raisonnement analogue a celui utilisé pour obtenir 'expression [6.16] afin
d’obtenir un développement de ﬁl(t,to) :

Ur(t,to) =1+ Z(——) [ dty dtg ft:"_l dtn (Vi(t1)Vi(ta-1))

to

o0

t tn* A A A
S 1+ (——) —f dtlfldtz--- f St T (Vi) Vi (tn - 1))
i—1 h n' to to to

1=
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qu’on peut mettre sous la forme condensée :

Ur(t,to) =T (6% i i) ) |

N CHg(t-tg) A
En utilisant [6.19, on déduit Ug(t,tp) =e™* SR Ui (t,to), ce qui nous donne le développement

désiré de Uy (¢, to) en puissances de V(t). Comme annoncé précédemment, ce genre de dévelop-
pement n’est intéressant que s’il est possible de tronquer la somme & partir d’un certain rang.
Cela est possible lorque V(t) est une petite perturbation. On remarque par ailleurs que les
perturbations ont toujours été supposées finies dans les raisonnement effectués jusqu’a présent.
Nous discutons cette hypothese dans le paragraphe qui suit.

6.2.2 Probabilités de transition

Considérons un systeme décrit par un Hamiltonien de la forme

H(t) = Ho +V(t),

N Osit<t . ,
{ 0 et notons |n), E, respectivement les états et valeurs propres de

ouV = ~ .

b V(t) sit>t.
I’hamiltonien non perturbé. Supposons que le systéme soit dans I’état initial |i) & ¢ = ¢, son
évolution temporelle est donc déterminée par :

[ee]

|6s(t)) = Us(t,t0) [i) = ) en(t) In),
n=0
ol ¥2° olei? = 1. Les états |n) étant orthonormés il suffit de projeter I'état |¢g) sur I'état |n) pour
déterminer le coefficient c¢,, et ce pour tout n e N :

cn(t) = (nlos (1)) = (n|Us(t,to)]i)

- (nle 00 i)

En (t-tg)

=" F (nfUr(t,to)li) -

Ceci permet d’accéder a la probabilité P;_,,, de transition de I’état initial |¢) & un état propre |n)
quelconque de Hy :

Proon = [(nlés (D) = lea(t)? = [(n|01 (2, t0) i)

Remarquons que par hypothése V() = 0 pour tout ¢ < #o ainsi |i) n’est pas seulement un état
propre de Hy mais également de H. Déterminons ’expression de la probabilité de transition au
premier ordre en V. Notons qu’au premier ordre :

~ 7 ~
Or(t.to) =1-+ /t tdt Vi (1),
0
ainsi :
- ) v [t N )
(n|Ur(¢, o)l [2)) =—g/0 dty (n|Vi(t,to)li)
= _% fotdtl <n|e%ﬁo)(t1—to)f/(t’to)e%(ﬁo)(t1—to)| 1i))
) t i N
= [ e R E ) (1 1))

et finalement
Pt ; A 2
Pm:‘—% fo dtye”n En=EDG=t0) (7 (41 10)|i)| (6.21)
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6.2.3 Cas particuliers :

1. Appliquons ce qui précede au cas particulier ou le potentiel ne dépend pas du temps. On

a donc
N Osit<t
V- ASI' 0
V si t>to,
et [6.21] devient :

1 2
2
1
" h?

Pi—m(t) =

<n|f/|z')ftdtle—%(En—En(tl—to)
0

b e i (BamEto) q |

= (n|Vl]i

7 En. - Ei

1 — e # (Bn=Ei)(t-to)
E,-E;

_ A2 4 . (En—Ei)(t—to)
_‘<n|V‘Z)‘ (BB S1n2( > )

2
~ 2
= [{nlV]i)|

Sans pertes de généralité posons ty = 0 et réécrivons l'expression précédente de Pi.,(t)
sous la forme

1

Proat) = 5 [V £ (22 (6.22)

avec f(w) = %sin(%t) et w= %. Noter que yn&f(w) =12 et

0 des lors quew:%T”, keZ*

fw) =

4 s wt_ 7
FS]7—2+I€T{',

B3 27 .m0 T 27 3w

FIGURE 6.2 — f(w)

A t fixé, les transitions les plus favorisées satisfont w < 27“ Avec quelle précision peut-
on déterminer la différence d’énergie entre un état initial et un état final aprés qu’une

78



CHAPITRE 6. THEORIES DES PERTURBATIONS Physique Quantique II

perturbation ait été appliquée au systéme pendant un temps At ? les transitions peuvent

se faire vers des états d’énergie E, — E; < 2&? En d’autres termes le précision de la mesure

est au mieux de ordre AE ~ % On obtient :

AEAt > 2rh, (6.23)

qui rappelle la relation d’incertitude AzAp > %. Remarquer qu’ici il s’agit d’une ressem-
blance purement mathématique, puisque I’énergie et le temps ne sont pas des observables.
Pour une valeur quelconque de w, nécessairement f(w) < %. Par ailleurs, notons que

lim sin2gw)At
Abooo W2AL
FEn effet :

=7md(w) ou I est la fonctionnelle de Dirac.

r. dx

lim — o —sm 2(wt)p(w)dw = hrn / —sm2(az)¢( )—
= lim _; ;sin (x)qb(;)da:
+o0 sin?(x
“o(0) [Ty,
=7¢(0).

Ainsi, en remplacant w par E,, — E; et t par % on obtient la Régle d’or de Fermi :

P, (t) = —At\ n|V1i) \ ) 6(E, - E;). (6.24)

Il est parfois plus pratique de travailler avec une probabilité de transition par unité de

temps : win(t) = apig—f(t), dans notre exemple

2T

wiﬁn(t) h

n|V|z‘ 0(E, - E;).

N 0sit<t
2. Si maintenant le potentiel est donné par V = { V(t)ei”tovt Themiof si ¢ > .
L’équation est désormais donnée par :

[t » . . . ' 2
Pron =[5 J) e EmE0R (71 0+ (ulF iy )

-E; .( En-E; —w)t 2

1— e—i(E 5 +w)t 1— e—z(
‘7 . VT .
E, - E; + hw (Vi) + E,-FE;,-—hw (Vi)

Aux temps longs, les transitions vers les états d’énergie E,, = E; + hw sont favorisées et on
trouve :

Wion(t) = 2% |<n|f/|z')\2 §(Ep - Bi + hw) + 2% \<n|f/*|i>\2 §(Ep - Bi + hw).

Remarquons que le premier terme de la somme correspond & une perte d’énergie du sys-
teme alors que le deuxieme terme traduit un gain d’énergie du systeme apportée par la
perturbation. On voit que la partie harmonique induit des transitions pour AF = +hw.
Plus précisément, le terme oc e”™! est la partie & énergie positive qui permet de faire une
transition vers un état final avec E, > E; tandis que e™™" est le terme & énergie négative,
qui permet d’aller vers F,, < E;.

Cette regle d’or de Fermi est trés importante. Elle montre comment ont lieu les transitions
optiques en présence d’'un champ électromagnétique externe oscillant, par exemple entre
niveaux d’un atome ou d’un solide.
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3. Considérons maintenant les effets au deuxiéme ordre. Nous utiliserons une méthode un
peu différente pour obtenir le § de Dirac de la regle d’or.

S Bat ,
cn(t)y=e b (n|Ur(L, o))

ou 'on a omis le la phase constante ¢'Bnto/h Ay liew d’enclencher la perturbation a un
temps tg, nous allons supposer qu’elle s’enclenche tres lentement depuis ¢ = —co.

4. Cas d’une perturbation quasi-constante
V/(t) = Vetlh e > 0 réel

L’idée est de prendre la limite ¢ — 0 a la fin du calcul, pour décrire une perturbation
constante. Ecrivons ’expansion perturbative de U[(t, —00). Pour des raisons de simplicité
de calcul, qui deviendront claires par la suite, nous utiliserons la premiere forme, celle
utilisée avant I'introduction de 'opérateur chronologique :

t t t1
N N ) ~ 1 N A
Ul(t,—oo):I—%/dtlvf(tl)—ﬁfdtlfdt2vf(t1)%(t2)+~--
doit

t t t1
; i N TP
ey (t) =~ [ dt Vi) —55 [ dtr [ de2 alVi()l) (ol Vi (e2)l)

Il 12

Commencons par la premiere intégrale. Rappelons nous que

V](t) _ eiﬁot/hV(t)e—iHoth
_ giflot/h{y et ~ifoth

En utilisant la propriété d’état propre :

t t
n= [ dn Vi)l = (nf ) [ dige( oo Bomictsln

exp(%((En—Ei)tl—z‘etl)) t

= (n|7]i) —"
o (B = B ~ e N

Si 'on devait s’arréter au premier ordre, on retrouverait la regle d’or ainsi :

e2et/h

P =len®F = [ lVI) P
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Mais
lim —2% = 276(x), ici a =
al—%xQ oz mo(x ,101a—h
. dR»n _ ey (12
lim — = =[{nlVli}|
26t/h26/h
:>11m—
e—0 (E E )2 +6
27r E, E
- 1n V]i) Po(——)
27r

5 Hn Vi) Po(En E) Wimn O

Nous avons retrouvé le résultat precedent. Calculons maintenant Iy :

Iy = f dt, f dt2 S (0 Vi (1) |m) (m] Vi (£2)]i)

—00

ol nous avons introduit 'identité I comme ¥,, |m)(m|

m

t t1 . .
L= Y alVhm) iV [ der [ dtsesp (%(En C B, - z’e)tl) exp (%(Em _E- ie)tg)

t1

exp (%(Em -E; - ie)tg)

%(Em _ Ei—ie)

; ) (m| V) fdtlexp( (En—Enm —ze)tl)

— 00

exp (%(Em -FE; - ie)tl)

=> (n|V|m) (m|V]i) /dthp( (E,-En —ze)tl) ;
m g(Em—EZ—ze)

(n[Vm) (m|V7]i) exp (%(En _Ei- 2ie)t)
=-h?y : :
o (Em - E; —ie)(E, - E; — 2i¢)

Ici le terme exp (%(En -E; - Qie)t) [(E, — E; — 2ie) est le méme que dans I (sauf pour

€ = 2¢, ce qui ne change rien dans la limite € - 0). Si on part maintenant de

t t t1
1 A 1 N 1 N N
exp (gEnt) Cn(t) =1- E f dtﬂ/j(h) - ﬁ f dtl f dtQV[(tl)V[(tg)

en remplacant les deux résultats précédents, on a

t t t1 2
i . 1 .
Pran =l = |+ [ anVitn) + = [ [ Vi()Vicea)
A A 2
- (n|Vim) (m|V'|i) eZet/h
- |(n|V/
Vi + 2 = (En - Ei)2+ €2
et
A 2
dPi_, 27 (n|V|m) (m|V]i)
li = = wien = T (VI + 2 T e | 9B - )
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qui est le taux de transition au deuxiéme ordre pour une perturbation constante dans le
temps V. Remarquez la somme sur les états intermédiaires |m) typiques du deuxiéme ordre
de perturbation. Ici, une image tres suggestive c’est que le systéme fait des transitions
“virtuelles” vers des états |m), sans conserver l'énergie puisqu’elles se produisent en un
temps arbitrairement court, avant d’aller vers I’état |n).

Le terme 1/(z +1i0") posséde une signification bien définie, qui est non triviale dans le cas
ol les états forment un spectre continu non dénombrable. Ici, il faudra juste faire attention
au terme m = i. Ce terme présente une singularité. Elle est due simplement a ’hypothese
V = cste jusqu’a t = —oo. En effet, dans I'intégrale, on aurait une contribution :

t
lim f dtaexp (elah) =t —to = |en(t)] o (£ —t0)? = Wi o L~ to
€—>
to

Dans le cas d’une vraie perturbation active de tg a ¢, nous pouvons supposer tg — —oo mais
garder ty fini seulement le cas m = i. Alternativement, nous pouvons la projection de V'
sur |7) dans Hy :

Vo V-RVE
Ainsi pour le nouveau V, (i|[V|i) = 0 et on a plus le probléme de la singularité.

Dans le cas d’une perturbation harmonique, on peut suivre le méme chemin- Par simplicité,
supposons n’avoir que le terme a I’énergie positive :

V(t) _ Vefiwteet/h

On aura donc :

2 N
Wi = % (n|V]3)

exp (%((En -E;-hw)t- iet))
EN - FE; — hw —1t€

) 2
Z .
s lVm) V) P (50 = 1 2h 20
w B~ Bi—hw—ic  Ep-B;-2hw - 2ic

Cette fois-ci les deux & de Dirac auraient des arguments différents a cause du 2w. La limite

€ — 0 n’est pas simple en général. Supposons le cas ou la perturbation est nulle au premier

ordre :

5 (n|V]m) (m|V]i)
E,, - E; — hw —i0*

m

2
h

FEncore une fois une forme qui suggere un probleme physique : chaque transition virtuelle
“absorbe” un quantum d’énergie hw. Donc la transition réelle aura lieu entre états qui sont
séparés par une énergie 2hw, a cause du deuxieme ordre de perturbation.

Wisn =

§(E, - E; - 2hw)

6.2.4 Spectre continu

Des simples considérations nous permettent de généraliser ces résultats au cas avec spectre
continu.

cas discret cas continu

[04(8)) = S ea(t) n) 6s(D)) = [ dBes(t)|E)
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Ici les états propres de Hy. |E) sont normés selon (E|E') = 6(E - E'). Donc I'état |E) n’est plus
sans dimensions. Ses dimensions [|E)] = [1/VE].

Si on suppose |¢s(t)) normé & 1, on voit de la relation précédente [cg(t)] = [1/v/E]. Dans
nos expressions perturbatives |cz(t)[* intervient toujours qui a une dimension 1/E. C’est une
probabilité de transition par unité d’énergie. Par conséquent, on peut retenir toutes les formules
précédentes, en remplacant les sommes par des intégrales en dF, en posant simplement :

wi—n(cas discret) — E (cas continu)

Exemple regle d’or de Fermi sous perturbation harmonique :

(E|V]i) P6(E - E; - hw)

dE h
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Chapitre 7

Systemes a plusieurs particules

7.1 Postulat de symétrie

Jusqu’a présent nous nous sommes restreints a la description des lois qui régissait ’évolution
spatiale et temporelle d’une particule. Comment généraliser I’équation de Schrédinger a une
particule :

22 92
T 0+ V()U(r) = B () (71)

a des systemes composés de plusieurs particules ?

Considérons par exemple un systemes a deux particules notées 1 et 2, et supposons que
chaque sous-systéme a une particule est décrit par les fonctions d’ondes ¢;(r;) pour i € {1,2}. La
réponse la plus naive, qui voudrait que le produit des fonctions d’ondes & une particule satisfasse
I’équation de Schrodinger est mise en échec dans le cas général. En effet, une telle solution
d’une part suppose les probabilités de présence des particules complétement indépendantes (ce
qui revient entre autre a négliger toute interaction entre les particules) , d’autre part viole
potentiellement la linéarité de ’équation de Schrodinger. Plus généralement, pour un systéme
de deux particules en interaction via un potentiel U(ry,r2), écrire

-h* 9 -h? 0* . ~ A
( oz + V) + V) 001.72) ) 1 (1)) = B (0 (o),

2m 81‘12 - 2m 81‘22
présuppose que I’équation de Schrodinger a deux particules :

~h? 92 K% 9% . N N
— a5 5 TV (r1) +V(r2) +U(r1,m2) |(r1,r2) = By(ra,r2), (7.2)
2m Ory 2m Org

soit séparable, ce qui n’a aucune raison d’étre vérifié. Il faut donc trouver un moyen de décrire
le systéme par une seule fonction d’onde qui dépendrait de toutes les coordonnées.
Supposons les particules indiscernables. Cela implique entre autres que la probabilité |1 (rq, 142)|2
. . . A R 2
de trouver une particule au point ry et une autre au point rg doit étre égale a |¢)(rz,r1)|". Au-
trement dit on doit nécessairement avoir :

P(ra,r1) = €%(re,12)
= 1(r1,r2) = € PP(r2,r1) = €299 (r1,12)
L 42

= " = 1.
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Soit P15 'opérateur agissant sur le systéme en intervertissant les particules 1 et 2, i.e. :

P129(r1,r2) = 9(ra,r1).

Dans le cas d’un systeme ou les particules sont indiscernables cet opérateur a donc pour valeurs
propres +1 et les fonctions d’onde correspondantes sont soit symétriques (les particules décrites
par ces fonctions sont des bosons), soit antisymétriques (les particules décrites par ces fonctions
sont des fermions).

Ce raisonnement se généralise a des systémes de n particules avec n € IN quelconque : soit
¥(ry, -+, ) la fonction d’onde du systéme. Remarquons tout d’abord qu’échanger la particule j
et la particule k pour j, k € {1,---,n}, revient a échanger la particule k et la particule j autrement
dit IP; = Py ;. Par ailleurs,

IP],k (lpj,k’w(rla Ty, "'arkw"'arn)) = IPj,k (ZZJ(’I“l, 5T, "'ark’f"vrn))
— w(rl’ ...7rrj7 ...77*k7...’7*n)

=1 (7/1(7’17"'77’3‘7 Tk, "'7Tn)) )

ainsi, P; P = 1, et P]‘}f =P, = Py j. Enfin, la signature de I'opérateur IP; ;, doit étre la méme
pour tout j, k€ {l,---,;n}. En effet :

Pjr =Py PPy 2Pos Py .
Remarquons que ceci a des conséquences importantes dans la description de la physique du

systéme : considérons par exemple une observable quelconque O du systeme. Utilisant ce qui
précede sa valeur moyenne doit satisfaire pour tout j, k€ N :

(L[Of)

(W1, OP; o).,

dot O = IP} kOIPjyk, et 'opérateur IP;; commute avec tout observable. En particulier si H est

I’hamiltonien du systeme, [ij,ﬁ] [H Pji.] pour tout j, ke N. Phy51quement on s’attend &
ce résultat : puisque les particules sont supposées indiscernables il n’y a aucune raison pour que
I’hamiltonien du systeme soit modifié par I’échange de deux particules.

Un opérateur de permutation est un opérateur de la forme P = [TIP; ;. Puisque d’apres ce
qui précede tous les IP; . ont la méme signature on peut toujours diagonaliser simultanément P
et H. En d’autres termes [P, H] = 0 pour tout opérateur P.

On a vu que les fonctions d’ondes correspondant aux valeurs propre d’un opérateur de
permutation sont soit symétriques, soit antisymétriques. Montrons que ce résultat se généralise
a une fonction d’onde quelconque 1. Considérons le groupe S,, des permutations sur n objets et
définissons les operateurs S = ZPE s, P et A= Y pes, sign(IP)IP. Appliquons ces opérateurs a la
fonction d’onde ¢ : Sw =g et Aw =14 ou Yg et P4 vérifient respectivement IP; r1ps = g et
P; x4 = —1p4. Puisque P ;. est auto-adjoint, utilisant ce qui précéde on a :

(sla) = (¥sPJa) = (UsIPjklba) == (Vs|Pjktba) = ~(bs[a),

autrement dit (¥g|i4), et une fonction d’onde est soit totalement symétrique, soit totalement
antisymétrique. Il s’agit du postulat de symétrie qui peut se reformuler en ces termes :

Postulat 7.1.1 (de symétrie). L’espace de Hilbert d’un ensemble de n particules identiques est
soit pair soit impair par rapport auz transpositions Pjy.
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Dans la suite de ce chapitre nous nous attachons a décrire la physique de ces systemes, des
a présent H; désigne l'espace de Hilbert des états a une particule d’un systéme de n particules,
et 'ensemble {¢p,(x;)}}, est une base orthonormée de ces espace. Une fonction d’onde psi
quelconque du systeme se décompose selon cette base sous la forme :

Y@, an) = (21| ® @ (Tn] [Y))
(z1] ® - ® (4] Z Cn1,~~,nn|¢n1>”'|¢nn>

N1, Nn
= ) Canenn{@1|0ng) {2l dn, )
N1y yNn
= 2 Cneenn @ (21) 00, (T0),
ni,Nn

qui n’est ni symétrique ni antisymétrique, ce qui trahit le postulat de symétrie. On peut donc
préciser un peu plus la forme de 1.

7.2 Bosons

Les bosons sont des particules décrites par une fonction d’onde 1 symétrique, ce qui implique
qu’on ait le systéme suivant :

¢($17"'axn) =‘§w(x17"'aajn) = Z ]137/’(3317"',»%)

PeS,

= Z IP( Z cnlv"'vnn¢n1(xl)"'¢nn(xn))
PeS, N1, Np

= Z Cnly,nngbnl(l‘IP(l))¢nn($IP(n))
PeS,

La normalisation des états impose ¢ (x1, -, 2y ) = W Ypes, Pni (Tp(1)) Pn, (TP(0))-

7.3 Fermions

Les fermions sont des particules décrites par une fonction d’onde ¢ antisymétrique, ce qui
implique qu’on ait le systeme suivant :

@/)(l‘l,"',l’n) = —A¢($1;"'axn) == Z Slgl’l(]P)P’lﬂ(.’I}l,,J}n)

PeS,,

=T Z Sign(lP)lP( Z cnl,"',nn¢n1(ml)"'¢nn($n))
PeS, N1, Mn

== ZS sigh(P)cn, o n, Ony (TP(1)) P (TP(n))-
PeS,,

On reconnait ’expression d’un déterminant, si on impose en outre la normalisation des états,

on obtient :
1 ¢n1 (1111) ¢nn (xn)
w(xlavxn):_'
v ?bnn(xl) ann(xn)
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Des propriétés du déterminant on déduit directement que la fonction d’onde de fermions
est identiquement nulle si deux fonctions d’ondes & une particule sont identiques, autrement dit
deuz particules me peuvent étre simultanément dans le méme état, c’est le principe d’exclusion
de Pauls.

7.3.1 Fermions sans interaction :

Dans le cas particulier d’un systeme de n particules identiques sans interaction, le systéme est
décrit par une somme d’hamiltoniens a n particules : H= Yl fL;, ot H; agit sur la coordonnée
1. Soient ¢, les fonctions d’ondes correspondant aux états propres de H et E, les énergies
correspondantes : ﬁlgbn(xz) = Enén(z;). Puisque les particules sont identiques, nécessairement

A

les H; sont tous identiques :

ﬁgbm(ﬂfl)gbnn(xn) = (Eny ++ En,,) (60, (1) ¢n,, (T0))

et la somme des énergie demeure inchangée sous permutation des cordonnées :

ﬁ¢n1($IP(1))"'¢nn ($P(n)) = (Epy +-+ En,) (¢m($]P(1))“‘¢nn (CUIP(n)))~

Autrement dit, on a ’égalité suivante :

T,[J(l'l,"',xn):ﬁ :(En1+...+Enn)

b (1) G () G (1) b (0)

7.3.2 Termes d’échange :

Considérons un état

W, w2) = % (61.(21)da(2) — 1 (22)ba(a1))

a deux fermions, de fonctions d’onde respectives ¢; et ¢2. Une observable quelconque du systeme
aura pour valeur moyenne

<¢|O’¢>=/dw1fdfv2 (%(</>1($1)¢2(l’2)—¢1(332)¢2(5L’1))) O(z1,22)

x (% (¢1(x1)p2(x2) - ¢1($2)¢2($1)))

+ 01 (22) 85 (1) O (w1, 22) 1 (2) P2 (1)
— 61 (21) 85 (22) O (w1, 22) 1 (2) P2 (1)

- 6105012200 ()0 a2) |
Les deux derniers termes sont des termes d’échange.
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7.4 Seconde quantification :

La seconde quantification est une approche permettant de représenter des systéme composé de
plusieures particules. On considere une situation ou le nombre de particules peut éventuellement
changer, remarquons que ’état d’une particule est entierement déterminé par les fonctions & une
particules dans la base de H;. On construit l’espace de Fock ou les kets indiquent le nombre de
fois qu’un fonction d’onde intervient. Remarquons que si dans le cas des bosons les n; intervenant
dans le |ny,ng, ) peuvent étre quelconques, dans le cas des fermions, il ne peuvent prendre que
les valeurs 0 ou 1 du fait du principe d’exclusion de Pauli. On introduit des opérateurs de création
et d’annihilation de maniére a accroitre ou décroitre le nombre de particules, on distingue les
cas suivant que les particules sont des fermions ou des bosons :

— Cas fermionique :

éj |n1,”',ni, ) = (—1)n1+“'+ni*1(1 - nz) |n1’ ...’ni + ]_’ >’
é’i ’n17 Ny, ) = (_1)n1+'"+ni—1ni |n17...’ni — 17 )’

Définissons 1’anticommutateur de deux opérateurs A et B : {A, B} = AB + BA. On peut
montrer que les opérateurs de création et d’annihilation dans le cas fermionique satisfont :

— A{enesy={c.cf} =0
- {Ci,C}L-} = 5”
— Cas bosonique :

{ éI |7’Ll7 Ny, > =/n; + 1 |n17...7ni + 17...>7
éi |’I’l1’ 7nl,> =/N; |7‘[,17 c My — 17 )’

On peut montrer que les opérateurs de création et d’annihilation dans le cas fermionique

satisfont :
— [ei]=[d,cl]=0
— [Ci,C;] = dij,

on remarque dans le cas boson que l'analogie avec les résultats obtenues dan le cadre de
I’étude de 'oscillateur harmonique.
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Chapitre 8

Principe variationnel

8.1 Idée générale :

Considérons un systéme physique décrit par un hamiltonien H. Soient H I’espace de Hilbert
associé aux états du systeme et {¢, } une base orthornormée de fonctions d’ondes, FE,, les énergies
associées aux états correspondants. Considérons un état |¢)) quelconque du systéme, I'inégalité
suivante, connue sous le nom de principe variationnel, est toujours satisfaite :

(Y[H|v)

> E,
Wy =

ou Fy désigne I'énergie de I'état fondamental du systeme. Par ailleurs ’égalité a lieu si et
seulement si |t0) = |Po) et ¢ est non dégénéré. On présente une preuve de ce fait dans le cas
discret, le cas continu s’en déduit aisément en utilisant les propriétés de 'intégrale. Dans la base
des états propres hamiltonien du systéme se réécrit sous la forme H = Y2 E,, |¢n) (¢n|, ainsi :

W) = S Ea|(060)

|v
M
=
RS
3

= Ey i ¢|¢n ¢n|¢>
= Eo(y[v).

Idée : La relation précédente va nous aider a approximer le fondamental. La méthode sera la
suivante : on commence par approximer une certaine fonction d’onde correspondant a un état
|1}, puis on utilise le principe variationnel pour trouver les valeurs de parameétres qui minimise

Y.
Cette méthode se généralise aux états excités : pour tout [1)) € H tel que (¢o|tp) = 0, 'inégalité
suivante est toujours vérifiée :

(WIAW)
() ~

La preuve de ce fait est identique a la preuve du principe variationnel pour I’état fondamental
puisque le terme en |¢g) tombe par choix de .

Ezemple 8.1.1 (Oscillateur harmonique & une dimension). L’hamiltonien du systéme est donné
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par

H=-—— 4+ -mw?z?. (8.1)
2m dz? 2
—_— —/
7 v

On introduit une fonction d’essai ¥,(x) = ﬁ avec a > 0. Remarquons que ce choix n’a abso-
lument aucune validité physique puisque la solution doit décroitre exponentiellement a ’infini.
Posons I, = [ dazm pour tout n € N. On calcule :

s [+°od 1 1 . (a;)°° T
= r——— = —=arctan(——= =—,
Ve T22va Va V'l Va
dl,
d_;:_nln+1-

_5 _r < ey . . .
3 t Iy = STz, Apres intégrations par partie successives on trouve :

16
©  Frd 1 \2 h
(&= dx = ~4(I5 - aly) (- ——
oo /(dw x2+a) v (Is a4)( 2m

—00

. _3
Ainsi Iy = §a™2, I3

I

|
S
[
D

1 4 1 1 d 1
+adr?z2+a 22+adral+a

WiTl) = [ do—y

=0

(WIV]y) = f da?m = (I1 —al?) (%mWQ) et (Ylyp) = I.

L’énergie correspondant & un état |psi,) est donc donnée par

& 2
E(a) = M A1 + lmwﬂa,

(Valtha) — 4ma 2

et on cherche a tel que ’énergie soit minimale :

2
dE(a)zO:lmwzaQ:h—:a: h :
da 2 4m mw\/2

L’énergie de I’état fondamental est donc donnée par E(m(f \/5) = % ~ (), 72hw. Remarquons que

la valeur approchée est bien supérieure & la valeur effective (connue dans le cas de oscillateur
harmonique) du fondamental : 0, 72hw > 0, 5hw.

Remarque 8.1.2. Dans notre cas, puisqu’on cherche a approximer des états, il est impossible
d’imposer strictement (¢pp|t)), si [t)y) est approximation du fondamental on a au mieux (¢p|y) =
0. Ceci implique l'introduction d’un erreur additionnelle.

Ezemple 8.1.3 (Oscillateur harmonique & une dimension :). On veut maintenant déterminer le
premier état excité de l'oscillateur harmonique. L’hamiltonien est toujours donné par I’équation
Posons ¢a(x))ﬁ avec a > 0. Cette fonction est impaire sous l'inversion z - —x. Elle
sera donc orthogonale & ’état fondamental 1g(x) qui est pair.

Remarque 8.1.4. Nous avons choisi de diviser par (22 + a)? et non pas (22 + a?). Ceci est dii au
fait que méme si x/ (2% + a®) est & carré sommable, le terme potentiel finirait par diverger.
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Pour le calcul, il nous faut calculer les intégrales suivantes :

r 1 5 357
szd _ 9T —7/2 I = 20T -9/2
) M@ at T 16" 57 128"

x 2

T T 63T
J:f—:__5/2 I = 20T -11/2
) @2ra)t 16" 6 256"

4
x T
S R o TR T

Terme cinétique :

o 2

h? x d? z?
0 2 4 _
2m (22 + a)? do? (22 + a)?

h? d =\
- f o
2m dz (22 + a)?
/ ; 1 422\’
= —_— x —_ —
2m (22 +a)? (22+a)3

n:or 3 40\
=— [ dx |- +

2m (z2+a)?  (2%2+a)?
h2
=5 (91, - 24als + 16a°I5)

2m \ 16 16 16
3 h?

=g q 2
16 2m

) h_2(457r 1057r+63_7r)a_7/2

Terme potentiel
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Pour finir, la norme vaut

x 7r
— d _ _ —5/2
(0nlou) = [ oy == g
1(3h -1
E(a) =3 (3 a4 mwQa_?’/Q) . (a_5/2)
m
21 1
=3—— +-mw’a
2ma
dE(a) _ 4 21 1,
do — "2ma? 2
2
dB(a) o 3R 1 1 o
da 2ma? 2
s 3h7
==
h
a==V3—
mw
3h? 3
Ei(a) = o M ihw
2m h/3 2
On trouve E(a) = % + %mwza et la minimisation de 1’énergie donne a = \/3% ce qui permet

d’approximer ’énergie du premier état excité :
F1(a) = V3hw ~ 1, 732hw,

qui est bien supérieure a la valeur effective connue de 1’énergie du premier états excité de
l’oscillateur hamonique, & savoir Ei’ﬁ =1,5hw.

Plus généralement, si on ne peut pas utiliser un argument de symétrie, on peut toujours
chercher un état |¢) qui minimise Pespérance de I'énergie, E = (¢|H|¢) /(4|¢) avec la contrainte
(1) = 0 ou |1) est la solution variationnelle trouvée pour I'état fondamental. Si |¢) est une
bonne approximation, alors sa composante orthogonale & |0) sera minime. Dans ce cas, on aura
une forte probabilité que la solution variationnelle |¢) soit presque orthogonale a |0) et en outre
approxime relativement bien |1).

Remarque 8.1.5. Notons que I’approche variationnelle rend extrémement compliquée les calculs
d’erreur : trouver une borne inférieure pour 1’énergie cherchée suppose que 'on connaisse une
meilleure approximation de I’état, ce qui rend absurde tout calcul d’erreur pour la premiere
approximation. Par ailleurs pour une fonction d’onde 1 quelconque, minimiser I'erreur conduit
en fait a rétablir ’équation de Schrédinger.

On peut essayer de trouver la solution exacte du probléeme par 'approche variationnelle.
Considérons un hamiltonien H et un état arbitraire 1(xz). L’espérance de I’énergie est donnée
par

B, v*] = Wlil) = [ doy iy

Puis que 1 est une fonction a valeurs complexes, on considére £ comme étant une fonction de

et * (i.e. de R() et T(¢))
Introduisons une variation infinitésimale d¢*(z) de ¥*(z), avec 0¢*(x) — 0. Nous sommes
en train de considérer ¢ et ¢* comme deux variables indépendantes, et ainsi

E[w,¢*+5¢*]=/dx¢*ﬁ¢+/dx6w*ﬁ¢
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et

0F = E[p, 0" +00"] - E[w), "] = f dzy* Fp
Il est alors nécessaire d’introduire le concept de dérivée fonctionnelle a ce point. Alternativement,
nous pouvons imaginer une fonction ) “discrétisée” sur une grille z;, j = —o0,---,”,1,2,---. On
peut, dans ce cas, interpréter ce probléeme dans un contexte variationnel avec un nombre infini

de parametres 017 =6 *(z4). De cette maniere on retrouve le concept de dérivée traditionnelle.
Pour minimiser F, il faut que § £ = 0. Or

SF - [ dus* By
Dans la version “discrétisée”

0B =3, Sy Hp;
J

et a (vraie) dérivée de E par rapport Y5 est

OF .
= Hy;
g7 = 1

La condition de minimisation est alors

)
oy

=0 Vj= Hipj=0Vj=1;=0

et de méme pour w;.

C’est un résultat pathologique, qui s’explique par notre omission de la contrainte sur la
norme : on veut (Y|y) =1

Pour trouver un minimum conditionnel, utilisons les multiplicateurs de Lagrange. On veut
minimiser (|H|¢) avec la contrainte (]¢) = 1. On introduit la fonctionnelle

E[v, ", ] = fdw*ﬁhp—A(f dw*¢—1)
Comme avant :
SF = f dwd* Hep - A f dzd*
La condition 0 E = 0 pour une variation §1*(x) arbitraire impose I’égalité des intégrandes :
Hyp =\

C’est I’équation de Schrédinger! Le principe variationnel, sans conditions supplémentaires doit
amener a la solution exacte du probleme.

Rappel 8.1.6. (Oscillateur harmonique) On a

2

mw?2>

A2
a=r 4
m

Do
DN | =
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avec [Z,p] = ih. Introduisons

it = /™ p
N 2h vV 2mhw
. mw , . 1 .
G=\/—ax—1 D
2h 2mhw
h
&= (a+al)
2mw
h
p=i\) 5 (a-ah)

On note

Pourquoi ce commutateur est-il si important ? Essayons de définir a! — 2a' et a — 2a.
Remarque 8.1.7. Si |¢) tel que aa'|¢) = A|¢) alors

aa'(a'l9)) = (A -1)(a' |¢))
le choix de a' et a fait en sorte que aa' soit Popérateur N , et non aN.

Il y a un état fondamental |¢g) tel que
' |o) =0
Preuve.

aa' (a®|¢n)) = (n—n)a"™|¢) =0
N———/
|o)
@™ 1) I = 0

= 0" |pn) o< @' [po) = 0

Le spectre est
N 1
{60} = ho(n+ ) 16n)
Les normes sont

a|¢n> =vVn+1 |¢n+1>
&T |¢n> = \/ﬁ|¢n—1>
(a)"

Les {|¢n)} sont non-dégénérés, et on a donc (¢;|¢;) = d;;.

Remarque 8.1.8.

et
(ul?6n) = = " (2m+ 1)
2mw
h
(@nlf|6n) = - = 75 (20 +1)
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h

pournzOonaAﬁAﬁ:E

Pour un oscillateur hamornique en 3D isotrope, on a

Remarque 8.1.9.

donc

H-= Ax+ﬂy+ 7.
A2

~ 1

=P 22
2 2
A2

A 1

Hzp—y+—mw2yj2
2m 2

Hamiltonien séparable :

ﬂ)(l‘, Y, Z) = %(ﬂf)cbm(y)&(z)

N 1
ou Hyipp(x) = Exb(z), avec E, = hw(n + 2) de méme pour § et 2. Donc Hip = E,yth, avec

3
Epmi=hwn+m+1+ 5) Pourquoi l'oscillateur harmonique est-il si important ?

1.

Sauf pour les cas pathologiques, tous les systémes admettent une approximation harmo-
nique.

Ezemple 8.1.10. Potentiel central On a

h? o? L’ «

+
2u0r?  2mr?  r

On pourrait imaginer partir de la solution du probléme harmonique et calculer les solutions
plus exactes par théorie des perturbations.

. Théorie quantique des champs pour systémes a plusieurs corps. L’état de la particule libre

dont I'impulsion Ak correspond & un quantum d’énergie peut étre écrit comme |1). Ainsi,
deux particules dans le méme état auront deux fois 1’énergie et on peut le comprendre
comme ’état |2) de loscillateur harmonique, et ainsi de suite. Les état de N particules
libres sont donc décrits comme un ensemble infini d’oscillateurs harmoniques, un pour
chaque Ak.

Plus formellement, on retrouve ce résultat & partir de la considération que la fonction
d’onde 9 (r) peut étre considéré comme une variable dynamique, et donc comme un opé-
rateur en plus que 1/1 et sz C’est une procédure appelée deuxiéme quantification.
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8.2 Théorie de Hartree-Fock

On considére un systéme de N fermions sans spins. Comme au chapitre précédent on se
place dans l'espace de Hilbert H; des états a une particule, ’ensemble {gbnz}f\zf 1 désigne une base
orthonormée des fonctions d’ondes a une particule. Sous ces considération, une fonction d’onde
quelconque a N particules ¢ peut s’écrire :

1 Gny (1) D, ()
¢(m1,---,xN)=—' : : ,
N!
¢nn(x1) o ¢nN(xn)
a la lumiere de ce qui précede on peut considérer les ¢,, comme des parametres variationnels.
L’approximation de Hartree-Fock consiste a écrire le fondamental comme un seul déterminant
de Slater, il faut donc choisir les ¢,, qui donnent la meilleure approximation.
L’hamiltonien du systeme est donné par H=T+V ou

— L’opérateur T est I’énergie cinétique totale du systeme, c’est donc la somme des énergies
cinétiques des N particules :

NA N A 5
Z::t _;—%vj

— L’opérateur 1% désigne I’énergie potentielle des N particules, il est donné par la somme des
énergies potentielles de chaque particule :

V=2 Vs,
i
1#)
ou ‘A/id' = V(I‘Z,$])
On se place dans I'espace de Fock. On a :
N
(UITT) = 2 (0nslTl6ns) = 3, [ dot, @I ()00, (2), (8:2)
et
. 1 X .
(1/)|V|7J)> = 5 Zl ((gbnlﬁénj |V|¢nl¢n1> - <¢nz¢n]|V|¢n]¢nz)) (8-3)
i,j=
1 N
<5 3 [ o 61,0065, (227 (01,2216, (20)0n 02) (8.
7,7=1
()6 eV (o) o) )| (59

Le premier terme dans I’expression de <¢WW> est appelé terme direct alors que le deuxiéme est
le terme d’échange.

L’objectif est de minimiser (|H|[1)) = (|T|1h) + (4|V]p) sous les n? contraintes : (n;ldn;) =
0; ;. On utilise le théoreme des extremums liés :

Théoréme 8.2.1 (des extremums liés). Chercher les extremums d’une fonction F(x,y) sous a
contrainte f(xz,y) =0 est équivalent & chercher ceux de la fonction :

H(IL’,y,A) = F(xvy) —)\f(x,y)
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On devrait donc a priori introduire n? multiplicateurs de Lagrange, en fait on peut montrer

RE que \;j = )\zj.

On considere ¢ et ¢* comme des variables indépendantes. A titre d’exemple, les variations
par rapport aux ¢, donnent :

5T :5(2 / dm;j(x)wnj(x))
= dzdo; (x)t n; (),
;f (@i, (x)

o =3 [ dor [ a7, (21107, (22) P (0116, (o)

j¢l

- 07, (22)07, (01) Vo (21)6, (22) )

et

DR CHENERIED T [ dwdsi (@)5().

On veut minimiser F = (|H[) - i Aig ((¢ni|¢>nj) - 1) par rapport aux ¢,,. On impose
donc 5‘;—]5 = 0 pour tout ¢ ce qui conduit a I’équation :

. N R R N
ion()+ Y. [ dx2(¢;:j<x2>v¢ni<x>¢nj(xz> - ¢;j(x>v¢ni<x>¢nj(xz>) - 5Ny () (8

Sans perte de généralités on impose \; j = €;0; j, ce faisant on aboutit & I’équation de Hartree-
Fock :
h?

~5-V ¢m<x>+ [ dxz(@:j(m)%ni(x)%(m)—¢;j(x)v¢ni<x>¢nj(:c2))=ez~¢m(:c).
=1

DETAILLE

(8.7)

8.3 Equation de Hartree

Le terme direct du potentiel [8.5] conduit au terme de Hartree dans 1’équation [8.7] :
N
Vit (@), () 1= Y [ dwadi (@2)V (2,22)6, (22)n, ().
j=1

Dans I'équation de Hartree-Fock le terme VH(aj) est interprétable comme un terme de champ
moyen, i.e. un potentiel de la forme 0 (x1,z2) = Ainsi, on peut réécrire le terme de Hartree

sous la forme :

\xl wa|”

2 |¢”1 (1’2)‘

|z — o

Vi () = fd Toe

fd 22] 1‘¢n]($)‘

|z — 24|
- [ e 222
|z = 2|’
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on en déduit I’Equation de Hartree :

2
G0, () + Via ()m, () = 16, (). (88)

Notons que le potentiel differe pour chaque ¢;. L’énergie de Hartree est donnée par :

E ~ <¢nz|t|d)nz> + 5 Z <¢nz¢n] |U|¢nz¢n]> (8'9)
N
2 p(x1)p(22)
2 {9nillon) + 5 5 [ [ dnae PR, (8.10)

On remarque que [’énergie potentielle de Hartree est une fonctionnelle de la densité p(x), puisque
p est un fonction d’une seule variable, si le terme d’échange est négligeable le probléeme initial a
N corps se raméne a un probléme & un corps.

8.4 Approximation de Thomas Fermi :

On veut approximer I’énergie cinétique totale du systéme par une fonctionnelle "bien choisie"
de la densité. On pose

2 2 5
T (pa)) = 2037} [ ()’

On veut minimiser E(p(x)) sous la contrainte [ dz®p(x) = N, ce qui conduit a I'équation :

6(E(p)—)\(/ dgxp(x)—]\f)) _

d’ou on déduit I’équation de Thomas-Fermi :

3 h?

Z—(37%) [ d?’xp(x)g +V(z) + € f dzo p(x) _ w=0,
52m |z — ol

(8.11)

ou V(z) est un potentiel externe.

8.5 Théorie de a fonctionnelle densité :

Le théoreme de Hohenberg-Kohn généralise 1'idée des paragraphes précédents :

Théoréme 8.5.1 (premier théoreme de Hoenberg-Kohn). L’énergie E de l’état fondamental
d’un systéme a N particules défini par Hest une fonctionnelle inconnue de la densité p(x).

Le théoreme de Kohn-Sham|6] formulé peu apreés permet de reformuler le probléme sous
forme d’une équation différentielle a développement de Fermi-Thomas. Pour des états a une
particule ¢;(x) :

(t(z) +V(x)) ¢i(x) + Vop(x)gi(z) = eid(x),

ou Vo est le potentiel de corrélation et d’échange, qui est inconnu.
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Chapitre 9

Opérateur densité et systéemes
quantiques ouverts

9.1 Opérateur densité :

Considérons un systéme composé de deux sous-systémes A et B. Soient {|i),7 € N} une base
des états de A et {|u),p € N} une base des états de B. Un état ¢ de ce systéme se décompose
dans la base des états propres des sous-systemes sous la forme :

) =D aipuli)®|u).

(AT

Si O est une observable du systeme A, O ® 1, est une observable du systeme total, et la valeur
moyenne de O dans I'espace total est donné par :

(O) =(0®1g)=(v|0O&1sp)
=YY abai (Gl @ (v]) (O1)) ® (15 1)
JV G
= Z Z a;,uai,,u <]|O‘Z> 5;u/
VRZN)
=2 205 % (7|Ol3)
1,]
Pij
= 2. 0ij (4lOi)
l?.]
= Zpijoji
17.]
= Tr(pa0),

ol la derniére égalité est obtenue en définissant un opérateur p4 agissant sur le sous-systéme A
et tel que la matrice de cet opérateur pour le choix de la base {|i),i € N}, soit donnée par les
coefficients

pij = Y a0 = (i) (ljp).
I

n

Autrement dit p4 est de la forme :

pa= T SN (ul (|w> <w|) )@ lu) 5.

i3
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Cet opérateur est appelé opérateur densité, formellement on peut le voir comme 1’équivalent en
physique quantique de la densité dans ’espace des phases. Notons que puisque la trace d’'un
opérateur est invariante par changement de base, le recours a un opérateur densité pour calculer
la valeur moyenne de O ne dépend aucunement du choix de la base utilisée pour définir cet
opérateur. Remarquons par ailleurs qu’on a les propriétés suivantes :

Propriétés 9.1.1. 1. L’opérateur densité est auto-adjoint, autrement dit, PZ =pA,

2 2
2. Tr(pa) =i pii = i plail” = [¥]" =1,
3. L’opérateur densité est semi-défini positif, i.e. (¢|paled) >0 pour tout |p) € A

Preuve. 1. On a:

ij = Z aiuam

o
10]7' = Z a;,uaiuu

I

il est aisé de voir que
pij = Pji
2. On calcule :
Yopii =y 20 i = 2 > (i) (lip)
7 i M M
= Y liplw)?
(7

Or les |i) et |u) forment une base de A et B, respectivement. Ainsi, la somme sur ¢ et p
donne la norme de [¢), qui est, par définition, normalisé & 1.

3. On calcule :

(Blpald) =32 (Sl {slo)iulp)(]in)

i, M
:Zﬂu@j
o
= B8]* 2 0,
ot By, = (@li){iul)

Remarquons que ces propriétés impliquent en particulier :
— Qu'il existe une base dans laquelle p4 est diagonale (par le point 1)),

— Par ailleurs, les points 2) et 3) impose une forme particuliere a ’écriture diagonale de
lopérateur p4 :
pa=2pili il
J
avec p; >0 et Y p; = 1. Ainsi
(0) = Tr(pa0) = 3 p; (lON) = 22p; {0) ),
J J

(OA>‘ ) désigne la valeur moyenne de O sur le sous- systéme constitué de 1'état |j).
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Jusqu’a présent nous avons décrit 1’état d’un systéme par un élément |i)) de Pespace de
Hilbert. Notons qu’il est également possible de décrire cet état a l'aide de l'opérateur densité
p = |¥) pb. Un opérateur densité de cette forme est appelé état propre du systéme, dans le cas
contraire on parle d’état mizte ou encore de mélange statistique.

Dans le cas d’un état pur la valeur moyenne d’une observable O est donnée par :

(0) = Tr(j) (¢]O)
= 2 (i, ul) (IOl )
(7

= (QIO] Y, 1) (i, ple)
= (|Ofp) .

Par ailleurs si un opérateur densité décrit un état pur alors c’est un projecteur, i.e. p?> = p. En
effet on a :

p* = ) (W) (W] = [¥) (4] = p.

En fait les deux propriétés sont équivalentes : si p? = p nécessairement les valeurs propres de
I'opérateur sont 0 ou 1. Mais puisque la somme des valeur propre d’un opérateur densité doit
étre égale & 1 nécessairement il existe une seule valeur propre de 'opérateur densité qui vaille 1
et elle est unique. Soit |0, ) I’état propre associé. On a p = |1, ) (n].

Dans le développement de ce chapitre nous avons introduit deux opérateurs densité a savoir
pAHa—>Haet p: Ha®Hp > Ha® Hp, quel lien existe-t-il entre eux 7 On montre qu’en fait
pa=Trp(p).

Preuve. On a

p= )] = ¥ auad, li) (iv]
(A%

. * . , ..
Or pipjv = aipaj,. Mals par définition
*
PA = E Qi &y,
m

donc, en définissant
Trp(p) = Y (Wloln’)
IJ"

On a
Zzaiua;u i) (] = Z Z aiu@;u‘suu’(sw’ 2]
i M Wi, gv
=2 2 i, (1] (3 ® ) (] @ (v]) 1)
woip,gv

= > {w'lple') = Trp(p) = pa
&

Ezemple 9.1.2. On consideére un état [1)) = «|00) + 5|01) + v[10) + 6 |11). On a :
o> o a*y a*é

Bra B2 By B

v B WP el

S*a 0B 0y |6

p=10)¢l =
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et
pa=Trg(p)= Y (xf)(ylx) =

x=0,1

(Ia\2+|6!2 a*7+ﬁ*5)
Bra+y*B WP +I6* )

9.2 Evolution temporelle :

Considérons un opérateur densité sous forme diagonale a ¢t =0 :

p(t =0) =3 a; [1;(0)) (v (0)]
J

on s’intéresse a déterminer les lois qui régissent son évolution temporelle. On fait I’hypothese
que le mélange statistique ne varie pas au cours du temps, autrement dit «; ne dépend pas de ¢
et

p(t) = 3 b () (25 (2] -
J
L’évolution temporelle d’un état a déja été caractérisée, on a :

() = e [15;(0))

En utilisant ces deux équations, on obtient

p(t) = Y aze % 9 (0)) (w(0)] 7
J

On dérive

A

EEEON (%) A ONTO
J

_iht HY\ _m
RO 3P
J
TR
ce qui conduit a 1’équation :

., Op -
h—=-[H 9.1
? 8t [ 7p]7 ( )

qui décrit I’évolution temporelle de 'opérateur densité. Noter que p ne définit pas une quantité
physique observable !

Ezemples 9.2.1. 1. Considérons 'espace de Hilbert des états {|-), |+)}, lopérateur S, agit sur
cette base via S, |+) = g|+), et S,|-)= —% —). L’état |¢) = |+) ets un état pur du systéme,
l'opérateur densité correspondant p s’écrit :

p=lontul=(y 7).
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2. Si maintenant on considere ’espace de Hilbert composé des états propre de la composante

r duspin : {|+)_,|-),}. On a S, [+), = %H)x et S, =), = —% =), Par ailleurs :
[+)+1-) +)-1-)
|+)m = , et |—)m = .
V2 V2

Les états [1) = |+) _ont des états purs, 'opérateur densité correspondant est donné par

p=l), (el = 5 (19,2 19),) (L= 1),

Dans la base {|+),|-)}, Vopérateur p s’écrit :

L .1
-l 2 2
o U S )

2 2

3. Quel serait 'opérateur densité associé & un mélange statistique composé de 50% de |+) et
1
50% de |-)? On a p = %|+)(+] + % |-) (| = ((2) (_1))
2
4. Etats de Bell : ¢ = % (|01) - |10)). Dans la base des états {|00),]01),|10),|11)}, opérateur
densité p = [¢) (¢| s’écrit :

00 0 0
1lo 1 -1 0
P=510 -1 1 0

0 0 0

Par ailleurs

Lo 11 0
pA=TrB(p)=jZ=(:)B<JIPIJ)B=§(O 1)‘

et )
0 1{1 0
pp=Tra(p) =3 4ilelida=7 :
Quelle serait la matrice densité d’une union de deux systemes ? Naivement on voudrait écrire
p=pa®pp. Apres calculs on obtient

Trppa®pp=pa

et
Trapa®pB =pB.

Dans le cas d’'un état pur 1)) = [1)4) ® [1)p), on peut écrire pg = [1ha) (V4| et pp =|¥B)(¢¥E]. On
a bien p =) (Y| = pa ® pp. En effet,

p=0)] = ([Ya) @ [vB)) ((Yal ® (¥B]) = [Ya)(val ® [¥B)(¥B] = pa® pB

étant donné les propriétés du produit tensoriel.

Mais deés qu’il y a intrication, les choses se compliquent : reprenons ’exemple de 1’état de

[01)-[10)

Bell et considérons I'état ¢ = . Si effectivement on avait p = p4 ® pp alors Popérateur

densité devrait étre de la forme

100 0
1o 10 0
P=%lo o 1 ol

0001

103



Physiq@HMRETRE: 91 OPERATEUR DENSITE ET SYSTEMES QUANTIQUES OUVERTS

ce qui est en contradiction avec les résultats obtenus dans ’exemple ci-dessus. En fait, étant
donnés les matrices densité de deux systémes une fois mises en contact, il est a priori impossible
d’accéder a I'opérateur densité du systeme total.

Ezemples 9.2.2 (Quantum bits). 1. Systémes & un quantum bit : On considére un état [1)) =
A|0) + 1 |1) ot [A? + |pf? = 1. Comme vu précédemment la matrice densité du systéme est
donnée par :

RIS
Ny )

on remarque que dans le cas d’un état pur, la matrice densité fournit le maximum d’infor-
mation sur le systeme.

o = ) (0] = (

2. Systémes a deux quantum bits : On considére un systeme composé de deux sous-systemes
a un quantum-bit A et B.

— On s’intéresse a la matrice densité associée a 1'état 1)) = [p4)®|dp) ou [h4) = A]|04) +
w|la) et [¥p)=x|0B)+ 5|15). La matrice ps a été déterminée au point précédent :

2 *
pa =) (vl = ('Q'M ‘,‘M?),

et pa ® pp est une matrice 4 x 4 constituée des blocs :

Mo 1B
pa® pis = [0 (0] = ('A*'ﬂf)B T‘Mz;’B) ,

— Si maintenant on considere I’état [1)) = X\|00) + ¢|11). La matrice densité est donnée

par
A2 0 0 p*A
0 00 O
N 000

AP0
et pa =Trp(p) = (| O| MQ). Ainsi, la valeur moyenne de toute observable du sys-
teme vérifie :
AN N2 A 91 A
(0) = N2 (0), + 1 (0),.

On s’intéresse a 1’évolution temporelle d’un systéme composé de deux sous-systemes A et B
décrits par des hamiltoniens Hy et Hg tels que H =H ® lp+14® Hg = H4 ® Hp, autrement
dit les deux sous-systemes n’interagissent pas entre eux. L’opérateur d’évolution temporelle est
donné par :

JHASHB) (D)

Utt)y=e"— » — =Us0Up, (9.2)

ainsi un état quelconque du systéme, donné par [¢(t)) = [a(t)) ® |p(t)) évoluera selon 1’équa-
tion :

(1)) = [Wa(®)) @ [p(t)) = (Ua @ Up) ([Wa(t)) ® [5(1))) -

Ezemple 9.2.3 (Décohérence et états pointeurs). On consideére un systéme S en interaction avec
un environnement E. On appelle décohérence la manifestation de cette interaction. Cette inter-
action privilégie certains états, les états pointeurs, qui ne sont pas affectés par la décohérence,
quel que soit I'état initial du systeme. En effet, I’équation laisse entendre que l'interac-
tion va privilégier les états propres du systéme, puisque ces états restent factorisés au cours
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du temps, ’environnement n’agissant pas sur le systeme. Par contre, I’état de I’environnement
évolue puisque le systeme agit sur ’environnement. Par exemple si un systéeme composé d’un
quantum-bit agit sur 'environnement. Soient {|0),|1)} les états pointeurs du systéme, et |0g)
I’état initial de I’environnement. Supposons que ’évolution temporelle soit donnée par :

0)®|0g)— 0)® 1),
1)®[0e) ~[0)® [2E).
Supposons qu’apres At une transition ait lieu avec probabilité p, autrement dit apreés un intervalle
de temps At,
|00E> —>\/ 1 —p|00E> + \/]_?|01E>,
110g) > \/1-p|10g) +/P[12E).
Si a t =0 le systeme est dans I’état 1)) = A|0) + w|1), aprés un temps At il sera dans ’état :
[¥) = A1 -pl00g) + A\/P|01Eg) + /1 = p[10E) + u/P[12E).

La matrice densité au pas At est donnée par :

A2 pA(l —p))
- Ty = .. )
ps = Tre(p) ()\ u(1-p) 2
Apres n pas de temps At :
AP pA(L —p)")
=Tr = s n ,
pPs E(p) (/\ (1 -p) ’/1«‘2

si bien que

) |>\|2 M*)\G—Ft)
lim pg=\{.. _ )
oo’ (A pe ™ Juf?

ou ' =np.
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Chapitre 10

Eléments d’information quantique

Les ordinateurs sont fondamentalement des machines basées sur des processus physiques.
La physique de ces systemes est régie par les lois de la mécanique quantique. On peut ainsi
considérer chaque ordinateur comme étant “quantique”. En réalité ¢a n’est pas le cas : leurs
opérations peuvent étre idéalement décrites par des éléments de physique classique. Alan Turing,
par exemple, construit un ordinateur élémentaire, la machine de Turing, a partir de composantes
mécaniques (et suivant des considérations purement classiques)

Un ordinateur réellement quantique utilise pleinement des phénomeénes spécifiquement quan-
tiques (comme lintrication), qui n’ont pas d’équivalent classique.

Durant les années 1970, le probleme de la réversibilité est abordé : une opération logique
(telle que le XOR) est irréversible.

==k
—_ O = O
r—l»—t»—lOX

TABLE 10.1 — Table de vérité de 'opération XOR

En effet, il est impossible de savoir a partir d’une sortie XOR(p,q) =1, si (p,q) =(0,1), ou
(p,q) = (1,0). Ainsi, cette opération dissipe de I’énergie. En effet, il existe 4 possibilités d’entrée,
pour 2 possibilités de sortie. L’entropie quantifiant I'information inconnue sur ’état du systéme,
est donné, pour N combinaisons possibles, par :

S=kplnN

Prenons par exemple un systeme S composé d’une boite enfermant un gaz constitué d’une seule
particule.
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FIGURE 10.1 — Systéme composé d’une boite enfermant un gaz (a) lorsque celui peut se déplacer
dans la boite entiere, (b) lorsque la boite est séparée en deux parties et le gaz confiné dans la
moitié du volume.

Si 'on considére que ce systeme est isolé, alors de (a) a (b) le gaz a perdu la moitié de
ses configurations, i.e. la particule n’a plus que la moitié de positions disponibles. On a, en
supposant le processus isotherme

0S =-kpln2

0F =0U - 6ST isotherme = U =0
0U = méme vitesse

Or l'entropie d’un systéme isolé ne peut pas diminuer. Si pour un XOR on a 65 = —-kgIn2 c’est
car il n’est pas isolé : il dissipe la chaleur dans un bain thermique, de maniere a ce que ’entropie
du bain thermique augmente de §.5 = kp In 2 (toujours en supposant le processus isotherme). On
a donc

AUdissipé >kpT1In2

En pratique, nous sommes encore loin de cette limite. Cependant, il est possible de complétement
s’affranchir de celle-ci en utilisant des portes logiques réversibles : c¢’est pourquoi on considere
ici la mécanique quantique. Dans un systeme isolé, les opérations sont données par ’évolution
temporelle unitaire

N , il (t-t")

U, t')=e " n
qui est unitaire et donc réversible.

Feynman s’est intéressé a ce probléme au début des années 1980 (voir livre Lectures on Com-
putation). Il s’est immédiatement rendu compte de l'existence d’une opportunité en mécanique
quantique.

Considérons N particules classiques, avec les positions (r1,---,ry). Les équations du mouve-
ment sont données par #*; = F;(r1,--,ry) ou

7'“]' = Uy
i}j = Fj(rlv""TN)
soit 6N équations différentielles couplées. La simulation de ce systéme s’effectue en discrétisant :
dt —» At et Ax; = AtFj(r1,-,m,). Typiquement, Fj(r1,-+,7n) = Yke; F(2j, 7). L'algorithme
nécessite donc deux boucles, une sur 'indice j et une sur l'indice k, soit un nombre d’opérations
en O(N?) par At.
Considérons maintenant un systéme quantique de N particules, caractérisé par la fonction
d’onde ¥(ry,---, 7N, t), et équation d’évolution
ov

W HW
ot
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Pour la simulation numérique de ce systeme, il est nécessaire de discrétiser le temps mais aussi
I’espace. supposons un quadrlllage de T'espace de M cellules. Pour 3N coordonnées, on a donc
(M)3N ¢&léments. La matrice H a donc une taille (M)3N x (M)3*N. La multiplication d’une
matrice et d’'un vecteur se faisant en O(N?), on a donc un nombre d’opérations en O((M)V),
soit une complexité exponentielle !

On passe donc d’un algorithme traitable (N?), & non traitable (cste™).

Feynman voit cette limitation comme une opportunité, a travers la réflexion suivante : un
ordinateur classique prend un temps T = O(At- cste™N ) pour simuler ce systéme, la ou la nature
prend un temps 7' = O(At) ! La nature sait résoudre en complexité nulle un probléme intraitable
pour les ordinateurs classiques.

Si on pouvait redéfinir tous les problemes numériques en termes de 6_%, on aurait alors
acces & un ordinateur universel trés puissant (quitte & construire un systéme qui se comporte
selon le H souhaité). Actuellement (en 2020), cela n’a pas encore été entierement réalisé, mais
certains algorithmes spécifiques on été découverts. (Deutsch, Shor, Grover, etc.)

10.1 Formulation mathématique du Qubit

Un quantum bit ou “qubit” est un systéme quantique “a deux niveaux”. Cela veut simplement
dire que les états sont définis dans un espace de Hilbert de dimension 2.

On choisit une base canonique, qu’on nomme “base computationnelle”; indiquée par {|0),[1)} =
Hi.

Remarquons 'analogie entre le bit de I'informatique classique et le qubit. Ce dernier possede
toutefois une différence fondamentale. La ou le bit classique peut pendre les valeurs 0 ou 1, le
qubit peut prendre les valeurs

(W) =a|0)+B1), a,8eC

avec |a|? +|B[> = 1 On peut alors construire des états & plusieurs qubits. Pour N qubits, I'espace
est alors donné par
Hy=H1® - ®H;

[ ——
N fois

Pour deux qubits, par exemple, I’espace est alors
Ha ={0)®]0), [0)® 1), [1)@[0), [1)@[1)} = {]00), |01), [10), [11)}
et I’état de ces deux qubits est donné par
|U) = «|00)+ 3]01) +~v|10) + §|11)

avec |af? + |82 + [y[2 + 0> = 1

En pratique, pour réaliser un qubit, on cherche un systeme physique qui est complétement
caractérisé par deux états (ou par un systéme possédant deux états d’énergie suffisamment
éloignés de tous les autres, de maniére a ce que l'influence de ces derniers soit négligeable,
influence calculée selon la théorie des perturbations). Les deux principaux candidats pour cette
réalisation pratique du qubit sont actuellement le spin de 1’électron et la polarisation du photon.
On peut aussi considérer une paire de niveaux atomiques, I’état collectif d’un supercourant dans
un supraconducteur.
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10.2 Opération quantique

Dans le domaine de I'information quantique, les systemes sont idéalisés : on suppose que la
seule évolution est unitaire, dictée par 'hamiltonien

[W(8) = U(t,t")[¥(t"))

H(t-t")

Ut,t'y=e""r

On néglige donc certains phénomenes : 'interaction avec ’environnement et la décohérence, par
exemple.

Pour un systeme de N qubits, une opération quantique peut étre illustrée par un circuit
quantique :

Chaque ligne est ’état d’'un qubit. Cette représentation est due au fait qu’une opération U est
définie complétement (par linéarité) par son action sur les éléments de la base de Hy. Il suffit
de savoir comment U agit sur |aq, -, an), a; = 0,1, pour définir U entiérement. Prenons par

exemple la porte NOT :
—{x}

1
qu’on peut réécrire vectoriellement, avec |0) = (0)7 et 1) = ((1)) :

01
(qui est par ailleurs la matrice de Pauli 0,,). Cette porte envoie |0) (|1)) sur |1) (]0)). L’action de
cette porte sur un état arbitraire |¥) suit par linéarité.

10.3 Portes quantiques utiles

10.3.1 Un qubit

X X =0, = ((1) (1)
Y ;
Hadamard H = 1 _11

10
Phase S:(O ;

00|
H
N~
I
—_——
S =
9]
~
3O
~
W~
v
1l
g
S
3
~
oo
—_
9]
)
9]
~
3
~
oo
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10.3.2 Deux qubits

1 000

— 0100

CNOT 4 Cnot = 000 1

0 010

Cc-U .

porte controlée générale )@z}~ le) @ Uf|r)
100 O

Cc-Z Cc_7- 01 0 O

exemple de porte controlée I 1001 0
00 0 -1

Tous les circuits quantiques peuvent étre construit par des séquences de H,S,T, et Cnor, ce-
pendant en un temps exponentiel. Par contre, certains algorithmes ne nécessitent pas une archi-
tecture complexe et sont donc tres efficaces.

Toutefois, il n’existe toujours pas de machine de Turing quantique : il est donc actuellement
impossible d’exprimer systématiquement chaque algorithme en termes quantiques pour obtenir
des gains d’efficacité.

10.4 Algorithme de Deutsch

Considérons une porte quantique Uy

|z) —— v, |)
y) —1_ " —  |ye f(z))

ou |x) et |y) représentent un qubit chacun, f(z) une fonction booléenne, et @ désigne la
somme modulo 2.

On cherche a savoir si f(x) ou constante ou balancée, c¢’est-a-dire si soit f(1) = f(0) ou
f(1) # £(0), respectivement. Classiquement, il est nécessaire d’évaluer deux fois la fonction
pour savoir cela. I’algorithme de Deutsch permet de connaitre cette caractéristique en une seule
évaluation.

Considérons le circuit

0) —{H] (H— |9)

A E

[o)  [t1) [2)  |is)

BB et 1) > 2R Jusg) Detat initial,

les [11), |¥2), [13) les états intermédiaires du systéme, et |¢) Pétat final du premier registre.
L’état final du second registre n’est pas représenté : il n’est pas pertinent dans cet algorithme.
Détaillons les états intermédiaires. Tout d’abord

ou H est la porte de Hadamard, qui envoie |0) —

[$0) = [0} @ [1) =[0, 1) ,
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et

Y1) = (H® H)[vo) = (He H)|0)®|1)
= (H10)) ® (H[1))

(52)(52)

Avant de calculer [1h2) = [¢1), il faut remarquer que

e (|o>21>) e (|f<x>>—5§eaf<x>>)

) & ('0%'1)) if f(z) =0

) & (|1)\;§|0)) i f(2) -1

- |z} ® (~1)/@ (|0>ﬁ|1>)

- (e (1),

ou le dernier passage suit de la linéarité du produit tensoriel, et montre que ’action de ’'opérateur
sur les deux qubits est essentielle pour le fonctionnement de 1’algorithme.
D’apres cette relation,

{22 ()

(DO 0+ (DD L) (o)1)
- V2 )®( V2 )
o (DY ()
e (P50)e (P57 ro-s0)
o (D= (-1
<1>f0( . )®( ﬁ) FF0) % £(1)

Qui nous mene finalement a

[¥3) = (H ®1) |¢p2)
o Oe (1) i o) - )

<—1>f<°>|1>®(‘0> D) it p0) = £1)

V2
_(_1\}(O) 0) - Il))
=-DVf0) e f(1))e 7 )

11 suffit alors d’effectuer une mesure sur le premier qubit d’une observable qui soit diagonale
dans la base computationnelle {|0),[1)}. Le résultat d’une telle mesure nous dira avec certitude
si la fonction f(x) est constante ou balancée.
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Chapitre 11

Paradoxe EPR, théoreme de Bell, et
interprétation de 1’état quantique

IL’absence de déterminisme dans le processus de de mesure en physique quantique a posé un
probleme d’interprétation majeur dans les décennies qui ont suivi la naissance de la théorie.

Selon une idée classique, le processus de mesure ne ferait que dévoiler une valeur pré-existante
d’une quantité physique. Le médecin qui mesure la tension artérielle ne fait que découvrir la
valeur, qui existait indépendamment et qui était a I’origine du malaise du patient.

Sans entrer dans les détails techniques du processus de mesure (qui, en principe, devrait
étre congu dans la limite d’une interaction négligeable avec le systéme pour ne pas l'influencer),
il serait envisageable d’établir le principe que la valeur d’une quantité physique représente un
“élément de réalité objective” si elle peut étre mesurée avec probabilité 1 par un processus de
mesure. Cette valeur devrait donc étre pré-existante et indépendante du processus de mesure.
Une théorie quantique complete devrait alors, dans la description de ce phénomeéne, prédire cette
valeur avec probabilité 1.

Hélas, la physique quantique, dans sa forme orthodoxe telle qu’elle est enseignée, ne remplit
pas ces simples critéres. En particulier, étant donné un observable A, un opérateur auto-adjoint
dans l'espaces H, avec les valeurs propres {a, }, et les états propres |a, ), le résultat d’une mesure
de A ne remplit les critéres susmentionnés que pour un systéme déja dans un état |a,), avec
valeur propre a,. Pour un état |¥) quelconque, par contre, la valeur issue de la mesure de A
n’est pas pré-existante et ne peut pas étre prévue avec certitude par la théorie. Dans un tel état
quantique, la valeur de A n’est pas un “élément de réalité objective”. Il serait possible d’essayer
de contourner le probléme avec une restriction aux états |a,) seuls. Mais cette solution n’en est
pas une : en effet, si deux observables A et B sont telles que [fl, B ] # 0, alors un systéme dans
un état propre de A est indéterminé lorsque mesuré par B. Si A est donc un “élément de réalité
objective” alors B nen est pas un.

Il serait possible d’objecter que le processus de mesure en physique quantique a en général
une influence négligeable sur le systéme, et que donc il ne peut jamais étre reconduit a 1’idée
classique de mesure.

C’est pour répondre a cette question qu’Albert Einstein, Boris Podolsky, et Nathan Rosen
publient, en 1935, leur célebre article titré Can Quantum-Mechanical Description of Physical
Reality Be Considered Complete ?. 11 s’agit de larticle le plus cité d’Einstein avec plus de 12000
citations sur Google Scholar. L’argument EPR vise & montrer que — sous certaines hypotheses
— la mécanique quantique orthodoxe doit étre incompléte et, en particulier, les résultats des me-
sures doivent pré-existants, contrairement aux principes de la mécanique quantique orthodoxe.
Les hypotheses du paradoxe EPR jouent un role trés important. Elles sont :

1. Corrélations exactes entre les mesures de deux sous-systémes dans un état spécifique (qu’on
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désignera par la suite comme un état intriqué)

2. Impossibilité par une mesure effectuée sur un sous-systeéme, d’influencer 1’état d’un autre
sous-systeme suffissmment distant (hypothese de localité).

Pour illustrer le paradoxe EPR, il faut introduire un exemple d’état intriqué, correspondant & la
premiere hypothese. Historiquement, le papier EPR, introduit un état décrivant deux particules,
donné par la fonction d’onde

27

U(xy,x2) = [ eh @R ROP g — B2 — 2y + 0

C’est un état pour lequel la distance entre les deux particules est certaine et donnée par xg. L’idée
est de choisir z suffisamment grand pour que deux mesures effectuées sur les deux particules a
une intervalle de temps suffisamment courte ne puissent pas s’influencer mutuellement par une
interaction. Cet état peut aussi s’exprimer comme

2mi 273

oo 2mi _ R 27
(o)) = [ dpeoreTimmn [ gt o|op),

Cette expression peut étre interprétée comme un recouvrement linéaire (avec probabilité constante)
d’états ou les deux particules se propagent avec des impulsions égales et opposées.

Il existe une version de cet exemple due a Bohr, simple et plus moderne, utilisant I’état de
spin de deux particules de spin %
1

I‘If)=ﬂ(|T>®ll)+lT)®li))

ou |t) et |}) sont, par exemple, les états propres de S,. 1l s’agit de l'état de singulet, c’est-a-
dire I'état propre de 2 (é =S+ Sz), avec valeur propre S = 0. Remarquons ’analogie avec
I’état EPR original : les deux sont un recouvrement d’états produits avec leurs valeurs propres
opposées. L’état |U) posséde une autre caractéristique importante. Appliquons un changement
de base dans ’espace de H de chaque spin, par le biais d’une matrice unitaire

O:(axﬂ )=ty + gy
v 8] =) oy

Ce changement correspond & passer de la base des états propres de S, a celle des états propres
de 7+ S, avec 7 quelconque. En remplagant ces expressions dans |U), aprés de simples calculs
algébriques, on trouve (avec un facteur de phase globale négligable) :

— 1 / / ! !
W) = E(IT) ) -l) ®[t))

ou nous avons utilisé la propriété de la matrice unitaire

|detU| = |ad =8| =1
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L’état a donc exactement la méme forme, indépendamment de la base choisie. Cette propriété
n’est pas nécessaire pour 'argument EPR, mais elle simplifie la tache.

Soit |¥) un état non séparable, c’est-a-dire qu’il n’est pas possible d’écrire |¥) comme produit
tensoriel de deux états définis sur les espaces de Hilbert respectifs des deux particules isolées :

W) # [01) | W)

La condition de non-séparabilité est essentiellement a la base de I'idée d’intrication quantique.

L’autre caractéristique important est la corrélation entre les mesures effectuées sur les deux
sous-systémes. Supposons les deux particules distantes. Deux observateurs, Alice et Bob, ma-
nipulent chacun un dispositif de Stern-Gerlach, qui consiste en un aimant générant un champ
magnétique non homogene, capable de dévier les particules de spin opposé dans deux directions
opposées, et dans lequel l'orientation du champ B définit 'orientation du spin de ’observable.
Cet appareil permet a Alice et Bob de mesurer le spin S, de leur particule.

Alice mesure en premier. Si elle obtient .S, = +%, alors, selon la mécanique quantique ortho-
doxe, elle aura projeté le systéme selon le projecteur

I

L’état va donc étre projeté selon

W)~ [t el)

Dans cet état, une mesure S, de effectuée par Bob sur l'autre particule donnera avec certitude
S, = —%. Au contraire, si Alice mesure S, = —%, Bob mesurera S, = +% avec certitude.

Imaginons que l'expérience est répétée plusieurs fois sur le méme état |¥U). Les résultats
d’Alice et Bob seront strictement aléatoires, mais toujours compléteement corrélés. Cette corré-
lation existe indépendamment de I’axe par rapport auquel Alice et Bob effectuent leur mesure.
En effet, on a vu que |¥) prend exactement la méme forme lorsqu’il est écrit sur la base des
états propres de 71 -|S) avec |n) arbitraire.

La corrélation EPR est expliquée par la mécanique quantique orthodoxe mais aussi par une
hypothese purement “réaliste” qui suppose que les valeurs de S, et S,, étaient pré-existantes a
la mesure.

Imaginons un troisieme acteur, Charlie, qui prépare des paires de billes — une blanche et
une noire — puis place chacune dans une boite, avant d’envoyer, au hasard, une boite & Bob et
I’autre a Alice. Ceux-ci, en ouvrant leur boite, trouveront une bille blanche ou noire de maniere
aléatoire, mais toujours de couleur opposée a celle de 'autre.

L’argument EPR soutient qu’apres la mesure d’Alice, la seconde hypothese du papier EPR
ainsi que la grande distance de Bob assurent I'impossibilité d’une influence quelconque de la
mesure d’Alice sur la particule de Bob. La seule explication possible des corrélations, selon
EPR, est donc que le résultat de Bob était pré-existant. Le méme argument appliqué a une
mesure sur un axe arbitraire 7 - |,§' ) permet de conclure que les valeurs du spin de la particule
de Bob sur les trois axes Z, 4, et Z, sont pré-existantes simultanément, ce qui est interdit par la
mécanique quantique orthodoxe, puisque [Sj, Sk] = iheiklgl.

La conclusion d’EPR est donc que la mécanique quantique orthodoxe une théorie incomplete
et que le résultat d’une mesure — qui selon cette théorie est aléatoire — est en réalité pré-
existant, ou, autrement dit, un “élément de réalité objective”. Avec une seule réalisation de
I’expérience, il est évidemment impossible de savoir si le résultat était pré-existant ou s’il fut
créé a l'acte de la mesure, selon 'idée de la mécanique quantique orthodoxe. EPR proposent
donc qu’a chaque répétition de 'expérience, avec idéalement le méme état |¥), que le vrai état
comprenant les “éléments de réalité objective”, c’est-a-dire les valeurs pré-existantes des spins,
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n’est pas le méme, mais plutot caractérisé par une composante aléatoire dans ces valeurs pré-
existantes, ce qui justifie le résultat aléatoire de la suite des mesures d’Alice et de Bob. Ces
variables additionnelles sont couramment appelées “variables cachées”.

La conclusion EPR est renforcée par un autre argument. Supposons qu’Alice et Bob choi-
sissent de mesurer selon deux axes différents. Si Alice mesure S, et obtien +ﬁ I’état de la

particule de Bob sera []),. Si par contre, Alice mesure selon S, et obtient +— alors I’état de Bob
sera 1), = L= (1), ~\),):

Or, puisque Bob se trouve a une grande distance d’Alice, il est raisonnable de supposer que la
mesure d’Alice n’ait pas influencé I’état de la particule de Bob. Les deux états |})_ et ||), doivent
donc représenter le méme état physique. Mais cette conclusion est interdite par l'interprétation
orthodoxe de la mécanique quantique, puisque dans le premier cas, la valeur de S, nest pas un
“élément de réalité objective”, alors que dans le deuxieme cas elle ’est. Il faut donc supposer
qu’il existe une variable cachée qui déterminera le résultat de la mesure de S, effectuée par Bob
dans les deux cas.

Les trois décennies qui ont suivi le papier EPR ont vu passer plusieurs tentatives vers une dé-
monstration que I'idée des variables cachées est incompatible avec les prévisions de la mécanique
quantique. Presque 30 ans plus tard, John Bell entreprit la plus réussie de ces tentatives.

Les travaux précédant celui de Bell avaient produit des no-hidden-variables theorems basés
sur des hypotheses injustifiées ou incorrectes. Bell fut inspiré par les recherches entreprises par
Bohm aux alentours de 1952. Bohm avait développé une théorie qui élargissait la mécanique
quantique par l'introduction d’'une pilot wave — une forme de variables cachées.

La théorie de Bohm est parfaitement en mesure de reproduire toutes les prévisions de la
mécanique quantique orthodoxe, tout en étant une théorie completement “réaliste”. Elle apparait
donc comme un contre-exemple a tous les (faux) théoremes des années précédentes. Seulement,
le prix de ce succes est 'abandon de la localité dans la théorie de Bohm. John Bell commente
ainsi 'oeuvre de Bohm :

In this theory, an explicit causal mechanism exists whereby the disposition of one
piece of apparatus affects the results obtained with a distant piece. In fact, the EPR
parador is resolved in the way which Einstein would have liked least.

en francais :

Dans cette théorie, il existe un mécanisme de causalité par lequel la configuration
d’un dispositif peut influencer les résultats obtenues par un dispositif éloigné. En
réalité, le paradoxe est résolu de la maniere qu’Einstein aurait aimé le moins.

Alors qu’EPR étaient convaincus qu’une théorie compléte (utilisant le concept des variables
cachées) émergerait. Selon eux :

While we have thus shown that the wave function does not provide a complete des-
cription of the physical reality, we left open the question of whether or not such a
description exists. We believe, however, that such a theory is possible.

en francais :

Bien que nous ayons montré ici que la fonction d’onde ne fournit pas une descrip-
tion compléte la réalité physique, nous nous abstenons de chercher une réponse a la
question de savoir si une telle description existe. Nous croyons, cependant, qu’une
telle théorie existe.

Bohm montre alors qu’ils possible de réaliser cette thorie en introduisant un mécanisme causal
instantané, renoncant ainsi a la localité chere a Einstein. Bell, dans son article de 1966 (écrit
avant celui paru en 1965), se pose la question de savoir si renoncer a la localité est une condition
nécessaire a la réalisation d’une théorie utilisant des variables cachées et compatible avec la
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mécanique quantique orthodoxe (et construire ainsi une théorie qui ne contient que des “éléments
de réalité objective”).

Supposons par contre que les résultats des mesures soient pré-existants. On appelle Z% = i%
la valeur de la composition de spin selon axe n pour la particule i, (i = 1,2). Ce valeurs vont
changer d’une répétition de 'expérience a 'autre. On peut donc les traiter comme des variables
aléatoires.

Considérons trois axes a, 13, et ¢, définis sur un méme plans et & un angle 27/3 'un par

rapport a l'autre.

Dans ce cas, pour chaque paire d’axes

P, - 1+ cos(27/3) _ 1
2 4

Pour que cette théorie réaliste reproduise ce résultat, il faut donc que

1
1 2
P(Z, +Z3) = 2
sia+f et 04,6=€L,l3,é et que

Zy=-72

(corrélation EPR)
Théoréeme 11.0.1. Si les hypothéses ci-dessus sont remplies, alors
P(ZL+ Z2)+ P(Z) + Z2)+ P(Zr + Z2) > 1

Preuve. Z}, Zg, Z! ne peuvent pas tous étre différents, car ils ne peuvent prendre que deux
valeurs distinctes.

Dans son article phare de 1965, Bell réussit la démonstration de ce théoreme. Ce dernier
affirme qu’une théorie basées sur les hypotheses de localité et de “réalisme” implique néces-
sairement des contraintes quantitatives exprimées sous forme d’inégalité pour les résultats des
mesures. La mécanique quantique orthodoxe viole ces inégalités !

On donne ici une preuve élémentaire du théoreme qui fait appel au résultat EPR. On donnera
apres une preuve plus générale et autonome.

Partons de I’état de singulet .

V2

Supposons qu’Alice et Bob mesurent les composantes 7i - Setm-S respectivement. Soit 6 ’'angle
entre les axes 7 et 7 . On remarque (sans preuve : exercice a faire a la maison) que la probabilité
qu’Alice et Bob mesurent deux valeurs opposées (c¢’est-a-dire +% et —% ou vice-versa) est selon
la mécanique quantique orthodoxe

W)= —=(1)-[I1)

~ 1+ cosf

P, = 5 0¢0,7]
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Dans chaque configuration de I’ensemble des valeurs possibles pour ces trois variables, au moins
deux des trois seront égales. L’union des ensembles de configurations dans lesquelles au moins
deux trois variables sont égales est donc ’ensemble de toutes les configurations possibles.

{(Za =23y 0{Z, = 22y 022 = Z,) ={Za, 2y, 2.}
La somme des trois probabilités vaut donc
Pzl=zh+pP(zl =z + Pz} =z} >1
Or puisque Z} = -Z2, o = a,b,é, on a P(Z} = Zé) =P(Z! + Zg) d’ou
P(Zy#Z3)+P(Zy # Z2)+ P(Z, # Z2) > 1
O

D’apres 'expression pour P, = 1/4, la valeur prévue par la mécanique quantique orthodoxe
pour la méme somme est
P.+P.,+P.=3/4<1

Ce qui est incompatible avec le résultat précédent. Cette inégalité est un exemple de ce qu’on
appelle “inégalités de Bell”.

Les arguments EPR et Bell peuvent étre donc résumés ainsi.

EPR : Si (1) on admet un principe de localité, et (2) on accepte les corrélations entre les
mesures sur ’état |[U), on est obligé d’admettre que les résultats des mesures sont pré-existants,
c’est-a-dire qu’ils sont des “éléments de réalité objective”.

Bell : Si on admet que les valeurs des mesures sur [¥) (sur différents axes) sont tous pré-
existants, alors on obtient une inégalité incompatible aves les prévisions de la mécanique quan-
tique orthodoxe.

La conjonction de ces deux arguments implique donc que le principe de localité est incompa-
tible avec les prévisions de la mécanique quantique orthodoxe. Il faut admettre qu'une mesure
produit un effet instantané a distance.

11.1 1Inégalités de Bell : formulation générale

L’argument utilisé précédemment pour déduire le théoréme de Bell est basé sur deux hypo-
theses fondamentales.

1. L’argument EPR : la localité et les corrélations prévues par la mécanique quantique or-
thodoxe impliquent 'existence de variables cachées. Autrement dit, d’“éléments de réalité
objective” associés aux quantités mesurées.

2. La validité des corrélations parfaites prévues par la mécanique quantique orthodoxe pour
les mesures sur 1’état de singulet de spin

Le théoreme de Bell a produit des intenses discussions dans les années qui ’ont suivi, en parti-
culier sur la nature restrictive de ces deux hypotheses.

Ainsi, le théoreme de Bell peut étre amélioré dans ces deux aspects : tout d’abord, qu’il ne
s’appuie pas sur argument EPR, ni sur les corrélations parfaites de ’état de singulet de spin,
car celles-ci pourraient ne pas étre réalisées en pratiques, les ces déviations minimes résultantes
permettant de ramener la mécanique quantique orthodoxe dans les limites imposées par Bell.

Pour répondre a ces objections, Bell développa une version généralisée de son thhéoreme
qui (1) part d’hypothéses autonomes, sans utiliser EPR, et qui (2) établit des inégalités qui
dépendent de la valeur de certaines corrélations entre observables de maniére continue. Ainsi, il
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est possible de montrer que, pour reconduire la mécanique quantique orthodoxe dans les limites
imposées par le théoréme, les valeurs mesurées des corrélations devraient différer considérable-
ment de valeurs prévues par la mécanique quantique orthodoxe — des différences qui seraient
expérimentalement mesurables.

Cette nouvelle version du théoréme de Bell méne aux célebres inégalités CHSH, testées par
certaines des premieres expériences.

Supposons que nous effectuons une mesure sur un systeme composé de deux sous-systemes
ayant interagi dans le passé (ce qui a produit des corrélations), et qui sont maintenant tres
distants. L’état EPR est peut étre pris comme exemple.

a1 et ao sont les parametres de controle qui déterminent le type de mesure effectuée sur le
sous-systeme 1 et 2, respectivement. Par exemple, a1 et as sont pour I’état EPR les deux axes
selon lesquels Alice et Bob, respectivement, choisissent de faire leur mesure.

Supposons que «q et ag soient choisis par Alice et Bob librement et au hasard, ceci immé-
diatement avant la mesure, de maniere a ce qu’il n’y ait aucun moyen a ce que le choix de ay
fait par Alice influence le choix de ao fait par Bob.

Une fois a1 et as choisis, les mesures sont effectuées et donnent les valeurs Ay et As, respec-
tivement. Selon la mécanique quantique orthodoxe, A; et Ao varient avec un caractere aléatoire
d’une mesure & 'autre, c’est-a-dire a travers plusieurs répétitions de I’expérience dans des condi-
tions identiques (choix constant des valeurs de i, az). Supposons que, pour chaque paire de
valeurs a et ag choisie, les valeurs A7 et As suivent la distribution de probabilités

Poq,ozg(Ah A2)

qui en général dépend de a; et as. Remarquons a ce point que I’hypothese des valeurs pré-
existantes n’a pas encore été introduite : rien n’est supposé quant a l'origine de la nature aléatoire
des résultats A; et As. Ces valeurs peuvent étre en partie pré-existantes et en partie issues du
processus de mesure.

En cela, cette hypothese de départ est tres différente de 'hypothese de la version simple du
théoréeme de Bell, dans laquelle des valeurs pré-existantes sont supposées des le départ.

Il faut alors exprimer de maniere rigoureuse la localité. Il est impossible de simplement
factoriser la distribution de probabilité selon

Pal,m (AI’ A2) = Pahcm(Al)Pahcm(A?)

En effet, les deux sous-systémes peuvent avoir interagi auparavant, et donc contenir des corré-
lations dues a la préparation initiale.

La localité doit cependant impliquer une décorrélation de tout comportement aléatoire dans
le résultat des mesures de A; et de Ag, une fois les “éléments de réalité objective” (et donc les
valeurs des variables cachées) fixés. Plus précisément, supposons que A représente 1’ensemble des
variables (cachées) qui déterminent les “éléments de réalité objective” dans les mesures de A; et
de As. La valeur de A change de répétition en répétition de I'expérience, et suit la distribution
de probabilités P(\). Une éventuelle corrélation entre les valeurs de A; et As ne doit attribuée
qu’a leur dépendance en A. Autrement dit,

Payas (A1, 42) = [ d\Pay as(A1, AN P(V)

ol Py, 0y (A1, A2|)) est la distribution de probabilités conditionnelle & une valeur donnée de A.
Selon notre définition de localité, tout caractere aléatoire résiduel décrit par Py, o, (A1, A2|\)
doit étre décorrélé. La localité implique donc

Pog,ozz(Ala A2|>‘) = POq (All)‘)POcz (A2|)‘)
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ou la supposition supplémentaire que les mesures dépendent localement de oy et de aa. Py, (A1|\)
ne peut dépendre de as, par exemple.

Puisque a7 et as sont choisis arbitrairement par Alice et Bob, notre analyse doit aussi
contenir ’hypothése que P(\) ne dépend pas de a; et as. C’est une hypotheése en plus par
rapport & celle de localité : elle exprime le libre arbitre d’Alice et de Bob. Ce type d’hypothese
est dit de “non-conspiration”. En effet, puisque A est choisi par la Nature, la possibilité que ce
choix soit déterminé par Alice et par Bob doit étre considéré comme un complot incroyable de
la part de la Nature, qui essaierait d’empécher toute analyse rationnelle.

Définissons maintenant la fonction de corrélation C'(aq,a9) des observables a et as.

C(al,aQ)=Ea17a2(A1-A2)=fd/\Ea1,a2(A1-A2|)\)P()\)

ol Eq, ,(A1-Az) est Pespérance du produit A;-As pour un choix donné de o et . Eqy 0,-(A1-
As|\) représente la méme quantité, conditionnée par .

Eoyay(A1-A2) = Y A1 AsPy, 0, (A1, A2)
A1,A

Eal,az(Al : AQl)‘) = Z A1A2pa1,a2(Ala A2|)\)
Aq,A2

A partir de ces expressions, il est possible de démontrer 'inégalité CHSH-Bell.

Théoréme 11.1.1. Supposons que +1 sont les seules valeurs admises pour les quantités Ay et
Aoy. Les hypothéses ci-dessus impliquent

|C(a,b) - C(a,c)|+ ‘C(a,b) + C(a',c)‘ <2
pour chaque choiz des parameétres a,b,c,a’.
Preuve. On a
Eo, a5 (A1, A2|X\) = Eo, (A1|N)Eay (A2X) YA a1,, a2
d’ou

|C(a,b) - C(a,c)|+|C(a,b) + C(d,c)|
f[lEa(A1|A)| 1By (A2|A) = Be(A2lN)| + | Bar (AN - [Ep(A2|X) + Ee(A2[N)[[P(A)dA
[ T4 A210) = Ee( Aol + [By(A2l) + Eo(A2 )P A

IA

IN

ou la premiere inégalité est tirée de

[ 1@ds|< [ 1 (@)lde

et la deuxiéme du fait
|[Ea(A1|N)] <1

La preuve du théoréme suit directement du lemme

Lemme 11.1.2. Pour z,ycR et z,ye[-1,1] ona |z —y|+|z+y| <2
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Preuve.

(|a: -yl +|z+ y|)2 =222 + 2y2 + 2|az:2 - y2|

~ 422 x> 42
B 4% 22 <y?
<4

O

L’inégalité CHSH-Bell est donc prouvée. Que prévoit la mécanique quantique orthodoxe pour
C(a, 3) 7 Si on considere I'état de Bell
1

I\I’)=\/§(IT>®N)—|¢)®IT))

ou |1) et ||) sont les états propres d’une quelconque composante de spin @ - g, on peut montrer
(exercice a faire a la maison) que la mécanique quantique orthodoxe prévoit

C(a,b) =—a-b

ou a et b sont les vecteurs unitaires par rapport auxquels les spins sont mesurés, et “-” est le
produit scalaire euclidien. Si on choisit

on obtient alors la violation maximale de I'inégalité

C(a,b) - C(a,8)| +|C(a',b) + C(a,¢)]

+

T 3T
—COS(Z) + cos(z)

V2 V2 V2 V2
:‘2 5 2:2\/§>2

2 ’
____+____
2

—cos(g) - cos(z)

Cette nouvelle version du théoreme de Bell, issue de la seule hypothese de localité (et de non-
conspiration) est aussi incompatible avec les prévisions de la mécanique quantique orthodoxe.

Depuis la publication de la preuve originale, des dizaines d’expérience ont été réalisées,
démontrant avec grande précision la violation systématique des inégalités de Bell selon les pré-
visions de la mécanique quantique orthodoxe.
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Annexe A

Exercices

A.1 Examen 2014

FEzercice 1 : Transition a deux photons (1,5 points)
Un atome est modélisé par le systéme & trois niveaux représenté ci-dessous, avec wy # wy, :

13)
hw!,
[t 2)
th
— 1)

A partir de t =0, ce systéme est soumis a une perturbation V(t) = et + e @t ot

0 =hQ 1) (2] + hQ|2) (3], (A.1)
et 9,9 € R sont des pulsations introduites ici pour simplifier I’écriture des amplitudes de
couplage. Cette perturbation V' (t) représente l'action d’un champ de photons d’énergie hw.

1. Calculer la probabilité P1(21 )(w, t) de transition du niveau |1) vers le niveau |2), au premier
ordre de perturbation.
2. En examinant le rapport P1(21 ) (w,t)/ P1(21 ) (wo, t), montrer qu’aux temps longs la dépendance

de P1(21 ) (w,t) en w est tres piquée autour de wy (résonance).

3. Calculer P1(31 )(w, t), la probabilité de transition de |1) vers |3) au premier ordre.
4. Montrer que la probabilité de transition entre |1) et |3), au deuxiéme ordre de perturbation,
est P1(32)(w,t) = |ag)(w,t)|2, avec

) Q0 ei(w0+w6—2w)t -1 ei(w{)—w)t -1
al? (w,t) = , - . (A.2)
wo —w wo +wy — 2w Wy —w
On montre (calcul non demandé) que cette probabllité s’écrit sous la forme
2072 2072 ! 2072
P13 (w,t) = 526’A S 5 + m Sin ? - W Sin 7 s (AS)

ol 0 =wy—w, 0 =w)—w et A =wy+wj—2w. Dessiner qualitativement I’allure de Pl(g)(w, t)

en fonction de w aux temps longs. Qu’en est-il de P1(22 )(w,t) ?
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5. Déduire des questions précédentes l'allure schématique du spectre d’absorption (en fonc-
tion de w, et en tenant compte des processus au ler et au 2e ordre) quand ’atome est
initialement dans I’état fondamental |1). On prendra la limite des temps longs. Indiquer
pour chaque raie d’absorption le processus |1) — |f) en jeu, ainsi que l'ordre de perturbation
correspondant.

6. Comment interprétez-vous le dernier des trois termes de ’équation (A.3])? Quel est le
détail du processus physique en jeu ? Implique-t-il une conservation de I’énergie 7

FEzercice 2 : Structure fine d'un atome (2,0 points)
On s’intéresse a l'effet du couplage spin-orbite sur les premiers niveaux de I’atome d’hydro-
gene. En présence d’un tel couplage, le hamiltonien est H = Hy + Vg ou (avec g ~ 2)
P’ e? ge 1dV

1% Vi(r)=- Vig=A(r)L.S A(r)= —2¢ -~
2me+ (T)v (T‘) 47’[’6()?“’ LS (T) ) (7") 4m2627“ dr

Hy = (A.4)
1. On définit le moment cinétique total J = L+8 et Pon note j(j+1)A%, I(I+1)A2, s(s+1)h?,
A2 A2 A2 s 4 A
mjh, mih et mgh les valeurs propresde J , L, S, J;, L, et S, respectivement (rappel :
Pélectron a pour spin s = 1/2). Quelles sont les valeurs possibles de j en fonction de [ ?
Quelles sont les valeurs correspondantes de m; ?

A2 . a2 N ~ PO ~2
2. On rappelle que L, L,, S, et S, commutent avec Hy. Exprimer L.S en fonction de J ,

A2 A2 A2 22 A2 a4 N N
L et S . Calculer les commutateursde J , L, S, J,, L, et S, avec H.

A a2
3. On ne s’intéresse qu’aux états liés de I’hydrogene. Les états propres simultanés de Hy, J

et J,, notés {|nlsjm;)}, sont issus de la composition du moment cinétique orbital et du
spin. Les états {|nlsjm;)} sont-ils états propres de L.S7 Sont-ils états propres de Vig ?
Justifier.

4. On considére Vg comme une perturbation de Hy. Calculer la variation d’énergie AE,,;
des états {|nlsjm;)}, au premier ordre de perturbation et en fonction des valeurs moyennes
(RulA(r)|Rur), ou les Ry, sont les fonctions d’onde radiales des états liés. Que vaut cette
correction pour les états s (I = 0)7 Dans le cas | > 1, simplifier 'expression de AFE,;;
en utilisant le résultat de la question 1. Expliquer en quoi l'interaction spin-orbite fait
apparaitre la structure dite "fine" de ’atome d’hydrogene.

5. Dans le cadre de notre modele, on s’intéresse au niveau 2P (n =2, [ =1) : quelles sont les
valeurs possibles de j 7 On note 2P; les niveaux associés de la structure fine. Calculer leurs
déplacements en énergie sous l'effet de Vg, sachant que (Roi|A(r)|Ra1) = a*mec?/(4852),
avec o = e2/(4mephc) la constante de structure fine. Application numérique : & un niveau
d’approximation qui ne nécessite pas de calculatrice, estimer les déplacements et 'ampli-
tude de la levée de dégénerescence des 2P; en eV et en MHz (rappel : A = 1.05 x 10734 J.s,
me =9.11x 1073 kg, €9 = 8.85 x 10712 F.m™1).

6. Quelle est la dégénérescence des niveaux 2P; 7

Ezercice 3 : Evolution temporelle d'une matrice densité (1,5 points)

On consideére un systéeme composé de deux spins %, dont les états sont définis dans un espace

de Hilbert de dimension 4 ayant comme base B les vecteurs |S7) ® |S5) = [S753). Ici les |S7) sont

les états propres de 5’; (7 = 1,2) avec valeurs propres :l:%. Par souci de simplicité, on notera
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[11), [1)), [41) et [{{) ces mémes états. On suppose que I’évolution temporelle est régie par le
hamiltonien

H=g(SF®5;+5 ®55), (A.5)
N - QY
ol Sj = S}’?ﬁ:sz.
1. Contruire la matrice représentative de H dans la base B.

2. Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de H.

3. At =0, le systéme se trouve dans 1’état |[¥(0)) = |[|1). Calculer I'état |¥(¢)) & un temps ¢
quelconque. Suggestion : utiliser les états propres calculés d la question précédente.

4. Ecrire la matrice densité p(t) correspondant a I’état |¥(¢)), dans la base {|{),[t}), [{1),[11)}.

5. Calculer la matrice densité réduite p;(¢) du premier spin, en effectuant la trace partielle
sur les états du second spin.

6. Considérer p1(t) d’une part a t = 0, et d’autre part a ght = 7+ Discuter ces deux matrices
en soulignant la nature des états (pur ou mixte) auxquels elles correspondent et discuter
le lien avec l'intrication quantique entre les deux spins.

A.2 Examen 2015

Ezercice 4 : Oscillateur harmonique soudainement déplacé (2 points)

Considérer un oscillateur harmonique en 1-D, caractérisé par le potentiel V= mw?a?/2 et
donc par le Hamiltonien Hy = hw(afa +1/2) (ott m est la masse et w la fréquence angulaire).
Un expérimentateur prépare le systéme dans le premier état excité [1) = a7|0), olt |0) est I'état
fondamental de Hy. A t = 0 I'expérimentateur heurte accidentellement la table et le centre de
I'oscillateur se déplace instantanément vers une nouvelle position x = b.

1. Exprimer en fonction de a et a' Popérateur V(t) associé a la perturbation, c.-a-d. tel que
H(t) = Hy+V(t).

2. Supposer que 'expérimentateur ne s’apergoit pas du déplacement, et un temps tres long
s’écoule. Calculer dans cette limite, et au plus bas ordre de perturbation en b, la probabilité
par unité de temps Wi, que le systéme fasse une transition vers un état propre |n) de
ﬁo avec n # 1.

3. Supposer par contre qu’apres un temps 7' > 0 'expérimentateur s’apercoit du déplacement

et remet instantanément 'oscillateur a sa position initiale. Calculer, au plus bas ordre en
b, la probabilité P;_,, que le systéme se trouve dans un état |n), avec n # 1, pour t > T.

Suggestion : dans ce deuxiéme point, si on ne se souvient pas de I’expression pour la
probabilité de transition, il pourrait étre utile d’applique directement 1’opérateur d’évo-
lution temporelle Ug(t,0) (point de vue de Schrédinger). On rappelle dans ce cas que

Us(t,0) = e‘iﬁot/h(j}(t,O), ou Uy(t,0) est 'opérateur dans le point de vue d’interaction,
donné par U;(t,0) = Texp [—%fot V[(t’)dt’), et Vi(t) = eHot/hyye=itlot/h

FEzercice 5 : Principe variationnel pour un potentiel anharmonique (1 point)
Considérons une particule de masse m en une dimension, soumise & un potentiel V' (z) = ax?.

123



Physique Quantique II ANNEXE A. EXERCICES

1. A un facteur sans dimensions pres, on peut exprimer 1’énergie de 1’état fondamental comme
produit de puissances des constantes qui définissent le probléme, c.-a-d. Ey o« hA%mPla’
Trouver les valeurs de a, b, et ¢ a I'aide de la seule analyse dimensionnelle.

2. A T'aide du principe variationnel, déterminer une borne supérieure a 1’énergie Fy de ’état
2
fondamental. Utiliser comme fonction d’essai une gaussienne : ¢(x) = exp(-55z). On rap-
pelle que

+00 +00 +00 3

Ezercice 6 : Critere d’intrication (2 points)

Un systéme quantique est composé de deux sous-systémes, et il est défini dans I'espace de
Hilbert H = H1 ® Ha, ou H1 et Ho sont les espaces de définition des deux sous-systeémes. L’état
d’un tel systeme est dit séparable si on peut exprimer sa matrice densité comme

ps =Yool @ p | (A.6)
k

avec > Dk = 1, pr 2 0, et p,(cl) et p](f) étant des matrices densité dans les espaces Hi et Ho

respectivement. Un systeme qui ne peut pas étre décrit par une matrice du type , est un
systéme avec intrication quantique.

On rappelle qu’une matrice densité doit remplir les propriété suivantes : (i) Tr(p) = 1; (ii)
p=p'; (iil) la matrice est semi-définie positive, c.-a-d. (b|p|p) > 0 pour chaque vecteur |t)) dans
I’espace de définition de la matrice.

1. Montrer que, pour un tel état séparable, la valeur moyenne d’'une quantité observable A

arbitraire du sous-systeéme 1, ne dépend pas du sous-systéme 2, c.-a-d. ne dépend pas des
2
o0
2. Trois acteurs, appelés A, B et C (ou Alice, Bob et Charlie) possédent chacun un quantum
bit (un systéme quantique défini sur un espace de Hilbert de dimension 2, ayant comme
1

base {|0), [1)}). Le systéme des trois quantum bits se trouve dans I'état [/ z) = —5 (|000)+

|111)) (ici et dans la suite, dans la notation |ijk...), I'index i indique I’état du qu-bit de
Alice, l'index j celui du qubit de Bob, etc.). Alice vit dans une autre galaxie, et Bob
et Charlie n’ont aucune connaissance de ’état total des trois quantum bits. Calculer la
matrice densité associée a 1’état mixte qui décrit le sous-systeme formé par les quantum
bits de Bob et Charlie (dans la base {|00), [01), |10), |11)}). Montrer que cette matrice est
du type séparable.

On considére maintenant 'opération de transposition partielle (& ne pas confondre avec la
trace partielle). Considérons une matrice densité p qui décrit I’état d’un systéme formé de deux
sous-systemes. Indiquons avec {[i), |j),...} les états de la base du premier sous-systéme ; avec
{lp}, [v),...} ceux de la base du deuxiéme sous-systéme ; et avec {|in), |iv), [in), |jv),...} ceux
de la base du systeme total. Si la matrice p a comme éléments de matrice p;,j, = (iplpljv),
alors les éléments de la matrice densité p’?, obtenue en effectuant la transposition partielle
par rapport au deuxiéme sous-systéme, sont définis par (p’% ), j, = (iv|plip). (La transposition
partielle par rapport au premier sous-systéme est définie de fagon analogue).

3. Montrer que, pour un état séparable de deux sous-systemes, du type (A.6)), la transposée
partielle pSTP par rapport a un des deux sous-systémes est encore une matrice densité
valable — c.-a-d. elle remplit encore les trois propriétés (i), (ii), et (iii) ci-dessus.
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Remarque : nous aurons ainsi démontré une condition mécessaire pour qu’une matrice
densité soit séparable. Automatiquement, nous aurons ainsi une condition suffisante pour
qu’une matrice densité soit non-séparable, c.-d-d. intriquée.

4. Quatre acteurs, appelés A, B, C et D (ou Alice, Bob, Charlie et David) posseédent chacun

un quantum bit. Le systéme des quatre quantum bits se trouve dans I'état |¢g) = %(|OOOO)+
|0011)+|1100)—|1111)). Comme avant, Alice vit dans une autre galaxie. Calculer la matrice
densité associée a I’état mixte qui décrit le sous-systeme formé par les quantum bits de
Bob, Charlie et David (dans la base {|000), [001), [010),..., [111)}). Démontrer que 1’état
mixte partagé par Bob, Charlie et David est un état intriqué. A ce propos, on utilisera le
critére qu’on vient de définir.
Suggestion : étudier les valeurs propres de la transposée partielle. Attention : il y a plusieurs
facons de diviser un systéeme de trois qubits en deuxr sous-systémes. Remarque : si on ne
fait pas d’erreurs, on ne devra effectuer des diagonalisations que dans des sous-espaces de
dimension 2.

A.3 Examen 2016

Ezercice 7 : Trois oscillateurs harmoniques couplés (3 points)
Considérer le systeme de trois oscillateurs harmoniques couplés, décrit par le Hamiltonien

3
H= 2; hwala; - Y J(alay +aja;), (A7)
i= i<k

ou la deuxieme somme est effectuée sur les paires de valeurs (7, k) distinctes, c.-a-d. (1,2), (1,3)
et (2,3). On suppose que les trois oscillateurs sont placés aux vertex d’un triangle équilatéral.
Le systeme est donc invariant sous les opérations du groupe de symétrie Cs,. En particulier,
chaque opération de Cs, réalise une permutation des trois oscillateurs. La table des caracteres
de (3, est donnée ci-dessous. On indiquera par |ni,n2,n3) les états ayant un nombre n; > 0 de
quanta sur chaque oscillateur. Ces états forment une base orthonormée.

1. Montrer que le Hamiltonien commute avec 1’opérateur nombre, c.-a-d. [I:I ,N ] =0, ou
N = Z?‘:l &;&j. Dire ce que cela implique pour les états propres de H.

2. Considérer maintenant les trois états [100), |010) et [001). A T'aide de la théorie des re-
présentations des groupes et de simples considérations de symétrie, trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres de H dans le sous-espace generé par ces trois vecteurs. Dire
en particulier quelles sont les dégénéréscences imposées par la symétrie.

3. Considérer maintenant le sous-espace de dimension 6 généré par les états |nq,ng, n3) avec
n1 +ng +ng = 2. Sans calculer explicitement les valeurs et vecteurs propres de H, mais
seulement a I’aide de la théorie des représentations, déduire le nombre de niveaux d’énergie
distincts et leurs dégénéréscences, caractérisant les états propres de H dans ce sous-espace.

| Csy | E 2C3 30y |

NORE 1 1 Suggestion. Pour calculer les caracteres associés aux opération de
| 1 1 -1 (3, on rappelle qu’il ne faut connaitre que les éléments diagonaux
® 1 2 0 des matrices correspondantes, et qu’il suffit de faire ce calcul une

seule fois pour chaque classe d’équivalence du groupe. On remarque
TABLE A.1 — Tables des aussi que, pour résoudre ce probléme, I'utilisation des “projecteurs”
caracteres du groupe Cs,
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sur les représentations irréductibles du groupe n’est pas indispen-
sable.

Ezercice 8 : Entropie d’intrication (2 points)
Considérer un systeme quantique dans un espace de Hilbert H; de dimension 2, décrit par
la matrice densité suivante

ﬁz(g 1?1;) 0<x<1 (A.8)

1. Calculer 'entropie de von Neumann de p, définie par S(p) = -Tr(pIn(p)) = S(z). Etudier
lallure de S(z) dans son intervalle de définition. Combien vaut S dans le cas ou p est un
état pur 7 Pour quelle valeur de x, S(z) atteint-il un maximum, et a quel type d’état cela
correspond ?

Considérons maintenant un systéme composé de deux sous-systémes A et B, du type vu dans le
point précédent. Les états de ce systeme sont donc définis dans ’espace de Hilbert H = H1 ® H;.
Nous allons maintenant utiliser la notion de décomposition de Schmidt : on peut montrer qu’il
est toujours possible de trouver deux bases orthonormées {|ai), |az)} et {|b1), |b2)} de l'espace
de Hilbert H;, qui permettent d’écrire un état pur arbitraire |¢)) € H sous la forme

)= > Ajlaj)®[b;), avec \jeR, 0<A;<1, et > )\? =1. (A.9)
j=1,2 J=1,2

2. A partir de la décomposition de Schmidt, calculer les matrices densité réduites pa =
Trp([¥)(]), et pp = Tra(jv)(¥]).

3. Calculer S(pa) et S(pp). Quelle est la relation entre ces deux valeurs? Combien vaut
S(pa) si|i) est un état séparable (c.-a-d. non intriqué) ? Et si |¢)) est un état avec intri-
cation maximale entre les deux sous-systemes ?

4. Expliquer qualitativement (et brievement) pourquoi S(pa) est appelée “entropie d’intri-
cation”.

FEzercice 9 : Atome de hydrogene dans un potentiel cubique (1 point)
Un atome de hydrogene est soumis a une perturbation indépendante du temps, décrite par
le potentiel

v
V(r) = —30xyz, ou Vp>0 et ap=rayon de Bohr. (A.10)
a
B
1. V(r) peut-il produire, au premier ordre de perturbation, une correction finie & 1’énergie
propre du niveau 1s de I'atome, c.-a-d. celui avec nombre quantique principal n =17

2. V(r) peut-il produire, au premier ordre de perturbation, une correction finie & 1’énergie
propre des quatre niveaux (2s, 2p) de 'atome, c.-a-d. ceux avec n =27

Suggestion. Ecrire V (r) en coordonnées sphériques. Utiliser 'opérateur L,= —ihd/0¢ pour écrire
V(r) sous forme d’une combinaison linéaire de tenseurs sphériques.

A.4 Examen 2017

FEzercice 10 : Oscillateurs harmoniques 2-D perturbé (2 points)
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Un oscillateur harmonique en deux dimensions est décrit par le Hamiltonien Hy = DLy

2m
1, 2.2 Py 1 2 7 I ) . . , ,
FMW e + 5L + mw 9> = H, + H,. S’agissant d’'un Hamiltonien séparable, les états propres

sont des prodults tensoriels d’états propres des deux oscillateurs harmoniques selon = et y :
Py

_ aby D" 0y o g, = o
In,m) = |n)® |m) = 0) ® N —10), ol d, = 2hx+z\/2p—h et a, = 2hy+z\/m

Les valeurs propres de Ho correspondantes sont données, a une constante additive pres, par
Holn,m) = hw(n+m)|n,m).

L’oscillateur est soumis a un potentiel externe V(2,¢) qui est invariant sous le groupe Dy
des transformations de symétrie du carré. Les éléments du groupe sont deux rotations C autour
de I'axe 2 (qui est 'axe orthogonal au carré), une rotation Co autour de l'axe 2, deux rotations
C¢ respectivement autour des axes & et §, et deux rotations C4 respectivement autour des deux
diagonales du carré. Le Hamiltonien total est H = Hy + V (%,9).

On remarque que les opérateurs a, et a,, sous les transformations de Dy, se transforment
comme les coordonnées x et y respectivement.

1. Dire si la dégénéréscence des états |1,0) et |0, 1) peut étre levée par la perturbation V(z,9).

2. Dire si la dégénéréscence des états |2,0), |1,1) et |0,2) peut étre levée par la perturbation
V(z,9). Si oui, dire quelle sera la dégénéréscence résiduelle. Suggestion : Un de ces trois
états génere, a lui tout seul, un sous-espace invariant sous les opérations de Djy.

3. Dire si la dégénéréscence des états |3,0), |2,1), |1,2) et |0,3) peut étre levée par la pertur-
bation V' (&,7). Si oui, dire quelle sera la dégénéréscence résiduelle.

| Dy |E 20y Cy 20§ 2CY |

RNOBE 1 1 1 1 Suggestion : Déterminer d’abord les lois de transfor-
r® | 1 1 1 -1 -1 mation explicites des opérateurs a, et a, sous les opé-
e 1 1 1 1 1 rations de Dy4. Ceci va donner directement les lois de
™1 1 1 1 1 transformation des états, et donc les représentations du
RORED 0 2 0 groupe D4 qui leurs sont associées. On remarque aussi

que, pour résoudre ce probleme, ’'utilisation des “pro-
TABLE A.2 — Tables des caractéres du jecteurs” sur les représentations irréductibles du groupe
groupe Dy n’est pas indispensable.

FEzercice 11 : Purification de la matrice densité (2
points)
Considérer un spin 1/2 qui, dans la base {|+), |-)} des états propres de S, se trouve dans
un état mixte décrit par la matrice densité

PA:é(jg \f) (A.11)

1. Vérifier que cette matrice satisfait les trois propriétés des matrices densité. Suggestion : il
sera utile de trouver les valeurs propres de la matrice (1).

2. On considére maintenant un deuxiéme spin 1/2. On a donc un systeme composé de deux
sous-systemes A et B, donnés respectivement par le premier et par le deuxiéme spin. Trou-
ver une expression explicite d'un état pur [vp) = ¥, p_. aji |7, k) tel que pa = Trp([vh) (¢]).
Suggestion : 1l sera utile de trouver d’abord les vecteurs propres de la matrice densité (1).

3. L’état |¢) ainsi trouvé est-il unique ? Si cela n’était pas le cas, trouver un deuxiéme état

[W0") = ¥ k=i Bj |7, k) tel que pa = Trp (') (¢']).
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FEzercice 12 : Oscillateur harmonique perturbé (2 points)

Un oscillateur harmonique est décrit (a une constante additive pres) par le Hamiltonien
Hy = hwa'a. On indique les états propres de Hy avec In), ot n =0, 1,2,... et Hyln)=nhwln).
Au temps t = 0 on enclenche une perturbation :

N 0 t<0
V(t):{ Vo ot>0

onV = hy (a2 + de), veR et v>0. On suppose que, a t <0, 'oscillateur se trouve dans son état
fondamental |0).

1. Exprimer, au premier ordre de la théorie des perturbations dépendant du temps, la pro-
babilité Py, (t) que loscillateur, & t > 0, se trouve dans I’état |n), avec n > 0. Pour quels
états |n), la probabilité Py_,,(t) prend-elle une valeur finie ? Quelle est la limite de Py_,,(t)
pour t - +oo0 ?

Nous allons maintenant considérer le systéme décrit par le Hamiltonien H = Hy +V et nous
allons étudier son état stationnaire fondamental, a 1’aide du principe variationnel.

2. Utiliser ’hypothése variationnelle [0) = [0) + a|2), ot v € R est le parameétre & faire varier
(attention, état |0') ainsi exprimé n’est pas normé). Dans 'hypotheése que v < w, calculer
létat |0') qui minimise la valeur moyenne de Iénergie et exprimer cette valeur moyenne &
Pordre le plus bas en v/w.

3. Discuter la différence entre le résultat trouvé au point 2 et celui obtenu au point 1 dans la
limite ¢ - +oo0.

Suggestion : dans la limite v < w, on s’attend a que la différence entre les états |0) et |0)
soit petite, et donc que la solution du probleme variationnel vérifie la condition o < 1.

A.5 Examen 2018

FEzercice 13 : Modele de Ising a 2 sites avec champ transverse (2 points)
Considérons un modele de deux spins en interaction et soumis & un champ magnetique
transverse. Le Hamiltonien du systeme est donné par

H=-769 06" - ne\ o1, -0l 065, (A.12)
ou 6;32) et 6'](-36) sont les matrices de Pauli, j = 1,2 respectivement pour le premier et le deuxiéme

spin, J > 0 et h > 0. On indique ici avec Ii et I l'opérateur identité dans ’espace du premier
et du deuxiéme spin respectivement. Nous allons considérer la base {|--),|+-),|-+),|++)} des

états propres de 6%2) et 652).

1. Ecrire explicitement la matrice associée a H dans cette base.

2. On considere 'hypothése variationnelle suivante pour 1’état fondamental du systeme

[Yo(@)) =[—=) +alt=) + al-+) +[++) (A.13)
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avec a € R. Attention : I'état [1)g(«)) ainsi exprimé n’est pas normé. En utilisant le principe
variationnel, montrer que la valeur de o qui minimise la valeur moyenne de 1’énergie est

J J?
Oy = ——

on "\ (2h)?

+1. (A.14)

3. Calculer la valeur moyenne Ej de I’énergie sur I'état [1)o(r)) pour o = app,.

4. Montrer que 'état qu’on vient de trouver par le principe variationnel est en effet 1’état
fondamental exact du probleme. Pourquoi ’état fondamental exact peut-il étre décrit par
I'hypothese |1g(a)), qui contient un seul parameétre variationnel ?

FEzercice 14 : Entropie d’intrication dans le modele de Ising transverse (2 points)
Considérer I’état de deux spins

|==) + Qm [+=) + Q| —+) + [++)
V2(a2, +1)

avec oy, donné précédemment. On va appliquer la notion d’entropie d’intrication, qui donne
une mesure de 'intrication entre les deux spins. L’entropie d’intrication est définie comme S =
=Tr[p11n(p1)], o p1 = Tra[p] est P'opérateur densité réduit du premier spin, obtenu a l'aide de
la trace partielle de 'opérateur densité p associé a 1’état du systeme des deux spins.

[bo(am)) = : (A.15)

1. Ecrire explicitement la matrice associée a 'opérateur densité p, dans la base {|--), |[+-),|-+),[++)}.
2. Calculer la matrice associée a pj.

3. Calculer S.
4

. Combien vaut S dans la limite J/h - oo ? Et dans la limite J/h — 0?7 Quelles conclusions
peut-on tirer sur 'intrication entre les deux spins dans ces deux limites 7

FEzercice 15 : Modes de vibration d’une molécule triangulaire (2 points)

Une molécule est composée de trois atomes identiques, disposés sur les vertex d’un triangle
équilatéral. On s’intéresse aux modes propres de vibration mécanique de la molécule, autour
de la position d’équilibre des trois atomes. Le groupe de symétrie d’un triangle équilatéral en
R3 est Dsp, dont la table des caractéres est donnée ci-dessous. On considére I'axe 2 orienté
selon la direction orthogonale au plan du triangle. Les opérations de Dsg, sont l'identité, les
deux rotations C3 autour de l'axe Z, les trois rotations C9 autour des trois axes qui relient
chaque vertex au point moyen du coté opposé, le miroir o, parallele au plan du triangle, les
deux rotations impropres S5 qui sont données par les rotations C'3 suivies par le oy, et les trois
miroirs o, sur des plans orthogonaux au plan du triangle.

Chaque atome peut se déplacer en R3. Le systéme a donc 9 dégrés de liberté indépendants,
qui génerent une représentation I' de dimension 9 du groupe Dsy,.

1. Calculer les caracteres de la représentation I

2. Déterminer la décomposition de I" en somme directe de représentations irréductibles de
Dgh, = blF(l) +...+ bGP(ﬁ).
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3. Dans cette décomposition, quelles sont les représentations irréductibles associées aux trans-
lations du centre de masse ?

4. Et quelles sont les représentations irréductibles associées aux rotations rigides de la molé-
cule.

5. Quelles sont les représentations irréductibles associées aux modes de vibration propres
de la molécule (c.-a-d. autres que la translation du CdM et les rotations) ? Quelle est la
dégénéréscence des fréquences de vibration propres correspondantes ?

Suggestion : La représentation I' peut étre déterminée par le produit tensoriel entre la repré-
sentation générée par un vecteur de déplacement et la représentation associée aux permutations
des trois vertex générées par les opérations du groupe.

Dy | E 2C5 3C; o, 285 30, | | |

M1 1 1 1 1 1 z? + 92, 22
r® | 1 1 -1 1 1 -1|R,

ré | 2 -1 0 2 -1 0] (z,9) (2% - %, zy)
r® |1 1 -1 -1 -1

ré | 1 -1 -1 -1 1] 2

r® | 2 -1 0 -2 1 0] (RuRy) | (z2,y2)

TABLE A.3 — Tables des caracteres du groupe Dgp

A.6 Examen 2019

FEzercice 16 : Oscillateur harmonique dans un champ externe (15/50 points)

Considérer un oscillateur harmonique isotrope en 2-D. L’oscillateur est soumis a un potentiel
externe V(z,y) qui est invariant sous les transformations de symétrie d’'un pentagone (groupe
Ds, table des caracteres ci-dessous). Le Hamiltonien est donc H = Hy + V (x,y), ou

Hy=—|=—5+—=—=|+=-mw(z” + . A.16
07 Tom (8x2 oy?] 2 ( v ( )
Les états propres de Hy seront indiqués par |ng,n,), o ng et n, sont les nombres de quanta
dans chaque direction des oscillations. Les énergies propres corresponantes sont Fny = NhAw, avec
N =ngz +ny.
On considére V(z,y) comme une perturbation indépendante du temps.
1. Déterminer, a l’aide de la théorie des représentations des groupes, si la dégénéréscence en
énergie des états avec N = 1 est levée par V(z,y) au premier ordre de perturbation. Si
oui, comment est-elle levée 7

2. Méme question, pour les états avec N = 2.

3. Méme question, pour les états avec N = 3.

On rappelle que les états propres de l'oscillateur harmonique en 2-D peuvent étre construits
a partir de ceux de l'oscillateur harmonique en 1-D qui sont

1
1 mw\4 _mwa? mw
iﬁn(x):m(ﬁ) e 2h Hn( TZB) ; TL—O, 1,2,...
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En particulier on a Hy(z) = 2z, Ha(x) = 42 - 2, et Hz(x) = 8x3 - 122.

[Ds [E 2Cs 2(C5)2 5C% | \ \
A1 1 1 1 22+ 92, 22
Ay |1 1 1 -1 |z, R, 23, 2(2% + %)
Ey |2 2cos (i{) 2 cos (‘;5") 0 (z,y) (Re, Ry) | (zz, yz) (z22, y2?) [z(2? +92), y(2® + )]
By [2 2cos(%E) 2cos(%Z) 0 (2 -y*, wy) | [wyz, 2(2° - )] [y(32” - ¢, w(a® - 3y°)]

TABLE A.4 — Tables des caracteres du groupe Dj

Ezercice 17 : Entropie d’'un systéme quantique (15/50 points)

L’état d’un systeme quantique est décrit par un opérateur densité p. On définit I'entropie
de Von Neumann comme S = -Tr(plnp) (attention, il s’agit du logarithme d’un opérateur!).
L’entropie mesure ici & quel point ’état est un mélange statistique.

1. Combien vaut S pour un état pur p = [1) (| ?

2. Montrer que, si 'opérateur densité évolue dans le temps selon I’équation de Von Neumann
dp A
H,

o = "iH, AL

Pentropie S(t) ne varie pas dans le temps.

3. Considérer maintenant un systéme d’un spin 1/2. On admet que le couplage avec l'envi-
ronnement donne lieu a une évolution temporelle régie par I’équation

dp _

dt

~ilH ) - o (W5 + pi® - 20p0)

ot =(I+5,)/2 et H=ws,.Siat=0,dans labase {|o, = +1), |0 = —1)} des états propres

de 6,
[ P11 p12
P ( Pla P22 )

calculer la matrice p(t) au temps t.

4. Pour le méme spin 1/2, on admet maintenant qu’a t = 0 le systéme se trouve dans 1'état
pur [¢) = (|+1) +|-1))/+/2. Calculer I'entropie S(t) en fonction du temps. Quelle est la
valeur de S(t) dans la limite t - oo ?

FEzercice 18 : Oscillateur harmonique perturbé (20/50 points)
Le mouvement d’une particule de masse m en une dimension est régi par le Hamiltonien
h? d* 1
- T el ,
2mdx? 2
avec A > 0. On peut considérer ce probléeme comme une perturbation de 1’oscillateur harmonique,

en posant H = Hy+ V avec
p? d? 1
Hy=——— + —mw?z?
2mdz? 2
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L9 o a2

V(z) = W E (e - 1) :

On rappelle que la fonction d’onde de I’état fondamental de 'oscillateur harmonique est
1

= Box
vo(z) = (%)4 e_OT, avec By = “z¢. Pour la solution des deux points de ce probleme, on va

supposer A << (3, 8y. On rappelle ainsi que pour les integrales gaussiennes on a f:::o dz e P =

Vr/Bet [ drx e 07 = (1)2)\/7/ B3
1. Calculer I'énergie de I’état fondamental au premier ordre dans la perturbation V().

2. Calculer I’énergie de 1’état fondamental, cette fois-ci a I’aide du principe variationnel,
en utilisant comme hypothése variationnelle pour 1’état fondamental la fonction d’onde

normeée L
1 2

vy = (2) s,

avec 3> 0.

A.7 Partiel 2015

Ezercice 19 : Effet Stark quantique confiné (2.5 points)  On considére un électron de
masse m dans un puit de potentiel unidimensionnel de largeur L, dont les barriéres infinies sont
situées a x = +L/2 et décrit par I'Hamiltonien Hy. On applique au systeme un champ électrique
d’intensité E constante, qui soumet ’électron a la force de Coulomb F' = —eFE et résulte en une
perturbation V = F#.

1. Représentez schématiquement le potentiel total ressenti par 1’électron pour F' > 0.

2. Donnez I'hamiltonien Hy. Rappelez les énergies propres F, et fonctions d’onde ¢, (z)
(n=1,2,...) de I'électron non-perturbé, c’est-a-dire quand F' =0, en distinguant les cas n
pair et n impair.

3. Dans le cas ou F' # 0, calculer la correction d’énergie Efl) a l’ordre 1 de I’état fondamental.
Que remarques t-on ?

4. En déduire les corrections d’énergie des états excités E,(L ) avec n > 1.

5. Calculez maintenant la correction d’énergie Ef) de I'état fondamental a Pordre 2 (exploi-
ter la parité des fonctions d’onde). Pour les sommes sur les états intermédiaires, on se
restreindra aux seuls états ¢1(z) et po(x), et on indiquera avec Vo 1’élément de matrice
de la perturbation, calculé entre ces deux états.

6. Représentez intuitivement et qualitativement l’allure de la fonction d’onde de 1’état fon-
damental dans le potentiel total.

FEzercice 20 : Particules en interaction dans un puit de potentiel (2.5 points) On
considére 2 particules indiscernables (sans spin) de masse m confinées dans un puit de potentiel
unidimensionnel carré V(z). On suppose que la hauteur des barriéres est telle que seuls états,
associés aux fonctions d’ondes ¢;1(x) et pa(x), sont confinés dans le puit. L’hamiltonien du
systéme est donné par

HO - A, + A,, (A.17)

avec o o
=L vz, =22 1v(s,). (A.18)

2m 2m
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1. Supposer que les états a deux particules soient paires sous permutations. Déterminez une
base d’états a deux particules, a 2 particules a partir de ¢1 et @s.

2. On suppose maintenant que les particules peuvent interagir lorsqu’elles se trouvent pré-
cisément au méme endroit (interaction de contact), ce qui se traduit par la perturbation
Vint = Voo (£1-22), ou 0(Z1—22) est la fonction delta de Dirac. Calculer la correction d’éner-
gie & 'ordre 1 pour chacun des états a deux particules précédemment établis. Discutez les
valeurs relatives et le signes de ces corrections.

3. Répéter les calculs précédents dans le cas ou les états a 2 particules sont impaires sous
permutations. Comparer les résultats obtenus avec le cas symétrique et conclure.

Ezercice 21 : Information quantique (1 point)
Alice envoie & Bob un grand nombre de qu-bits. Ces qu-bits sont préparés comme suit :

— Alice jette une piéce de monnaie.

— Elle utilise un “mode d’emploi” (le méme pour tous les qu-bits) qui dit que, si on obtient
“pile”, Alice envoie un qu-bit dans I’état [t),), et si on obtient “face”, elle envoie un qu-bit
dans Pétat [1)5).

Bob doit comprendre quel mode d’emploi Alice utilise. Au début du processus, Alice choisit
I'un des trois modes d’emploi A, B, C :

A ) =10) g = 1)

B : pr)=%(|0>+|1>) wa)=%(|0>—|1>)

C o )=o) |¢f>=%<|o>+z‘|1>>

Est-il possible pour Bob de deviner quel mode d’emploi Alice utilise 7 Pourquoi ?

Suggestion : Pour chaque mode d’emploi, Alice est en train de produire un mélange statistique
d’états. Etablir pour chaque mode d’emploi la matrice densité correspondant.

A.8 Partiel 2016

FEzercice 22 : Impureté dans un champ cristallin (3 points)

Considérer un atome ayant un électron dans un état de l'orbitale 3d (c.-a-d. avec moment
cinétique L = 2, lorbitale est donc 5 fois dégénérée). Nous allons négliger le spin de 1’électron.
L’atome est placé comme impureté dans un cristal invariant sous les opérations du groupe de
symétrie Ty (les symétries d'un tétraedre). On peut approximer le reste des électrons de I'atome
et son noyeau comme s’ils formaient un simple noyeau de charge positive. On asssocie donc
a ’électron dans l'orbitale 3d une des fonctions d’onde de I'atome d’hydrogeéne avec n = 3 et
L = 2. L’électron subit I'influence du champ electrostathue produit par le cristal qui ’entoure.
Le Hamiltonien du systéme est donc H = HO + V ou HO est le Hamiltonien donnant lieu aux
niveaux 3d de I’atome en ’absence du champ cristallin. V est leffet du champ cristallin.
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1. A Taide de la théorie des représentations des groupes et de la théorie des perturbations
indépendantes du temps (cas dégénéré), déterminer comment la dégénéréscence des 5 états
3d est levée. Plus précisement, déterminer (i) combien de valeurs propres distinctes de
Pénergie y aura-t-il suite a la perturbation et, (ii) combien de fois sont-elles dégénérées.

2. Considérer les transitions a l'ordre de dipdle électrique entre les niveaux dégénérés qu’on
vient de trouver. Déterminer les régles de sélection pour ces transitions.

3. Les fonctions d’onde associées aux états de type 3d sont paires sous inversion spatiale.
Discutez si les transitions vues au point précédant sont ou non permises par la parité.
Remarquez que le groupe T; ne contient pas l'inversion parmi ses éléments.

’ T, \ E 8C3 3Cy; 60y 654 H Fcts linéaires \ Fcts quadratiques ‘

i1 1 1 1 1 22+ + 22

r® | 1 1 1 -1 -1

ré | 2 -1 2 0 0 (222 — 2% — 92, 2% — %)
r4 | 3 0 -1 -1 1 || (Ry, Ry, R,)

ré | 3 0o -1 1 =1 (z,9,2) (yz,xz,xy)

TABLE A.5 — Tables des caracteres du groupe Ty

On rappelle que :

— Pour le groupe SO(3) toutes les rotations du meme angle « appartiennent a la méme
classe d’équivalence. Pour connaitre le caractere d’'une rotation d’un angle a autour d’un
axe quelconque, on peut donc simplement calculer le caractere de la rotation d’un angle «
autour de 'axe Z, pour lequel les matrices des représentations irréductibles sont diagonales
et connues.

— L’opération o4 de T, est un miroir, donc une rotation de « = 7 suivie par l'inversion.
L’opération Sy de T, est une rotation impropre, donc une rotation de o = w/2 suivie par
I'inversion.

— Les fonctions d’onde de l'orbitale 3d sont paires sous inversion. La matrice associée a
I'inversion, pour toutes représentations générées par ces états, est donc l'identité.

Ezercice 23 : Oscillateur harmonique perturbé en 2-D (3 points)  Nous allons considérer
I'oscillateur harmonique isotrope en deux dimensions. Le Hamiltonien est donné par

A9 A2
N 1 1
g = Py ey Py + —mw’§?
2m 2 2m 2
= Hi(2)+ H1(9)
ou
o)
A 1
Hy(2) = Doy " 242

2m 2

est le Hamiltonien de I'oscillateur harmonique en 1-D.

S’agissant d’un Hamiltonien séparable, les états propres de H sont ¢nm(2,y) = dn(2)dm(y),
ol ¢, (x) sont les états propres de ﬁl(cﬁ) avec énergie propre €, = hw(n+1/2) et n=0,1,2,....
Nous avons donc H Unm = EnmWnm avec Epm = €, + €.

On introduit une petite perturbation V= AZY.
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1. Quel est le plus bas ordre de perturbation pour lequel il existe une correction non nulle a
I’énergie Fyy de I’état fondamental de H + V' 7 Argumenter rigoureusement la réponse.

2. Quel est le plus bas ordre de perturbation pour lequel il existe une correction non nulle
aux énergies Fy; et E1g des deux premiers états excités? Argumenter rigoureusement la
réponse. Calculer les nouvelles énergies résultant de cet ordre de perturbation. Calculer les
états propres associés aux énergies qu’on vient d’obtenir. A quel ordre en V ces nouveaux
états propres different-ils des états de départ ?

On rappelle que, pour l'oscillateur harmonique en 1-D, on a

wwy = (L) o
¢1(z) = V20amdo(x)

avec o = mw/h et

A.9 Partiel 2017

FEzercice 24 : Un potentiel 1-D attractif a toujours 1 état 1ié (2 points)

On considére le probléme d’une particule en une dimension, defini par le Hamiltonien H =
—%% +V(z). Le potentiel V(z) a une forme de puits, c.-a-d. V(z) <0 VzeR et V(z) -0
pour |z| - co. Utiliser le principe variationnel et la fonction d’onde {x|)) = (x) = Aexp(-Az?),
qui dépend du parametre variationnel A > 0, pour montrer qu’il y a toujours au moins un état

propre lié, c.-a-d. avec énergie propre Ey < 0. En particulier,

1. Calculer le facteur de normalisation A.
2. Caleuler ($[T()[Y) = (¢] (-2 L5 ) [).

3. Nous indiquons I(\) = (¢|V ()|1b). Done (p|H|pp) = (|T'(x)|1p)+I(N). Ecrire explicitement
la condition qui minimise espérance de 'énergie (1)|H|b). Utiliser la relation ainsi obtenue
pour déduire une expression pour I()). Utiliser ce résultat dans expression pour (| H|u)
et démontrer qu’on a toujours (Y|H[) < 0.

On rappelle que ffozo dz exp(-z?) = /7. Utiliser le changement de variable et I'intégration par
parties pour déduire toutes les intégrales nécessaires a la résolution de cet exercice.

Ezercice 25 : Symétrie des polynéomes du second degré en R? (2 points)

On consideére six fonctions 1;(r), avec r = (z,y,2) € R3 et j = 1,2,3,4,5,6, ainsi définies :
1 =22, o = Y%, Y3 = 2%, Py = 2y, s = 12, 1bg = yz. (Attention : ces fonctions sont orthogonales
mais pas normées. On pourra négliger leur norme dans le reste de cet exercice). Soumises aux
rotations dans I’espace R3, ces fonctions générent une représentations D de SO(3).

1. Calculer, pour cet espace, la matrice associée a la rotation d’un angle ¢ autour de I'axe z.

2. A laide des caractéres, démontrer que D = D(® @ D@ ot DU sont les représentations
irréductibles de SO(3). Pour cela, il sera utile de calculer les caractéres X(l)(d>) associés
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aux représentations irréductibles D®). On rappelle que toutes rotations du méme angle
¢ autour d’un axe quelconque appartiennent a la méme classe de conjugaison du groupe
SO(3).

3. Déterminer la combinaison linéaire des 1;(r) qui génere la représentation irréductible DO,

4. On suppose maintenant que le groupe de symétrie soit plus petit que SO(3) (par exemple
suite & l'introduction d’une perturbation). On suppose en particulier que le nouveau groupe
de symétrie soit Cs,. Déterminer la décomposition de D en somme directe de représenta-
tions irréductibles de Cs,,.

| Csy | E 2C3 30y |
rdJ 1 1 1
r®J 1 1 -1
r®l2 -1 0

Ezercice 26 : Oscillateur Harmonique soumis & une perturbation pulsée (2 points)

Un oscillateur harmonique, caractérisé par le Hamiltonien Hy = hwa'a, est soumis & une
perturbation sous forme d’une impulsion gaussienne dans le temps : V(t) = Exexp(—t? /7'2)7 ol
7> 0 mesure la durée de 'impulsion et & = \/h/(2mw)(a +a'). A t - —oo le systéme se trouve
dans Iétat fondamental |0) de Hy.

1. Calculer, au premier ordre de perturbation en V, la probabilité que le systeme se trouve
dans I’état |1) = af |0) pour ¢ — +oo.

2. Discuter les limites wt — oo et wt — 0 de la probabilité qu’on vient de trouver. Combien
vaut la probilité dans ces deux limites 7 Pour quelle raison physique ? Déterminer la durée
Tm qui maximise la probabilité trouvée au point 1.

3. Quel est le plus bas ordre de perturbation en V nécessaire & avoir un probabilité finie de
se trouver dans I’état |n), avec n > 1, pour t - +o0 7

A.10 Partiel 2018

Ezercice 27 : Levée de dégénérescence en présence d'un champ externe (3 points)
On considere I'espace de dimension 5 ayant comme base les harmoniques sphériques Y, (6, ¢)
avec [ = 2. Cet espace définit la représentation irréductible Dy du groupe SO(3).

1. Ecrire, dans la base donnée, la matrice de transformation correspondant a une rotation
d’un angle a autour de l'axe z.
2. Calculer le caractere x(«) de la représentation Do pour une rotation d’un angle o autour

sin(l+1/2)a

; . Pourquoi ce résultat
sin /2

d’un axe arbitraire n, et montrer qu’il est donné par x(«) =

ne dépend-t-il pas de 'axe n?
On imagine qu'un électron d’un atome, avec moment cinétique L = 2 (on néglige son dégré
de liberté de spin), est décrit par un état de 'espace susmentionné. Le niveau d’énergie cor-
respondant est nécessairement 5 fois dégénéré a cause de la symétrie SO(3). On introduit un
potentiel externe V(r) qui est invariant sous le groupe Oy, des symétries d’un cube (table des
caracteres a la fin de I’énoncé). On rappelle qu'une opération indiquée par C,, est une rotation
d’un angle 27/n ; une opération op, ou o4 est une opération miroir, équivalente a une rotation
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(4 suivie de I'inversion ; une opération S,, est une rotation par 2m/n suivie par une opération
miroir par rapport au plan orthogonal a la rotation; E et ¢ indiquent ’identité et l’inversion
respectivement.

1. Calculer les caracteres de la représentation Dy associés aux opérations du groupe Op,.

2. Par rapport au nouveau groupe de symétrie Oy, la représentation Dy est-elle réductible ?
Si oui, donner sa décomposition en représentations irréductibles du groupe Oy,. Quelle est
la conséquence sur la dégénérescence des niveaux de 1’électron ?

FEzercice 28 : Deux fermions dans un puits de potentiel (3 points)

On considére deux fermions identiques, avec masse m et spin s = 1/2, soumis a un puits de
potentiel de largeur L avec barriére infinie. Le potentiel du puits vaut 0 a I'intérieur.

Pour commencer, on fait I’hypothese que les deux particules n’interagissent pas entre elles.

1. Donner la fonction d’onde de I’état fondamental du systéme des deux particules (y-compris
la partie de spin). Quelle est I’énergie de 1’état fondamental ?

2. Quelle est I’énergie du premier niveau excité? Quelle est sa dégénérescence? Ecrire les
fonctions d’onde des états correspondant a ce niveau.

3. Quelle est I’énergie du deuxiéme niveau excité ? Quelle est sa dégénérescence ? Ecrire les
fonctions d’onde des états correspondant a ce niveau.

On fait maintenant 'hypothése que les deux particules interagissent entre elles avec un
potentiel V (z1,x9) = Vpd(x1 — x2).

1. Donner la correction a ’énergie de 1’état fondamental, a 'ordre le plus bas en V5?7 (On
pourra laisser cette expression dans sa forme intégrale).

2. Donner la correction a ’énergie du premier niveau excité, a I’ordre le plus bas en V5 ? (On
pourra laisser cette expression dans sa forme intégrale). La dégénérescence est-elle levée 7
Si oui, quelle est la nouvelle dégénérescence ?

E|8C3|6C,|6C4|3C, =(C,)?| i |6S4|8Sg 30y, |60 r"]it':;?:;ls quadratic
Agll| 1|1 |1 1 11111 x%+y?+z?
Agg|1] 1 |-1]-1 1 1-1]1 )1/

Eg|2/-1| 0|0 2 2(0-1]2]0 (222-x2-y2, x2-y2)
Tig3| 0 | -1 1 -1 3/ 1,0|-1]-1|(RuRuRy)

Tyl|3/ 0|1 |-1 -1 3/-1]0-1]1 (xz, yz, xy)
Aplt| 1|11 1 A1 1|11

Aggl1| 1 |11 1 A1 |11

E,(2[-1|0 |0 2 200120

T3/ 0 | -1 1 -1 |30l xy2)

Tow(3| 0 | 1|1 -1 |3/1]o1 4

FIGURE A.1 — Table des caractéres de Oy,
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A.11 Partiel 2019

FEzercice 29 : Quatre oscillateurs harmoniques couplés (3 points)
Considérer le systéme de quatre oscillateurs harmoniques couplés, décrit par le Hamiltonien

4
A=Y hwala; - Y J(alay +afa,) (A.19)
j=1 (i)

ou la deuxiéme somme est effectuée sur les paires de valeurs (j,k) adjacentes, c.-a-d. (1,2),
(2,3), (3,4) et (4,1). On suppose que les quatre oscillateurs sont placés aux vertex d'un carré.
Le systéme est donc invariant sous les opérations du groupe de symétrie Dy. En particulier,
chaque opération de D, réalise une permutation des quatre oscillateurs. La table des caracteres
de Dy est donnée ci-dessous. On indiquera par |ni,n9,n3,n4) les états ayant un nombre n; > 0
de quanta sur chaque oscillateur. Ces états forment une base orthonormée.

1. Montrer que le Hamiltonien commute avec 1’opérateur nombre, c.-a-d. [PAI ,N ] =0, ou
N = Z?zl &;&j. Dire ce que cela implique pour les états propres de H.

2. Considérer maintenant les quatre états [1000), |0100), [0010) et |[0001). A I’aide de la théorie
des représentations des groupes et de simples considérations de symétrie, trouver les valeurs
propres et les vecteurs propres de H dans le sous-espace generé par ces quatre vecteurs.
Dire en particulier quelles sont les dégénéréscences imposées par la symétrie.

3. Considérer maintenant le sous-espace de dimension 10 généré par les états |nq, no, ng, ng)
avec ny + no + ng + nyg = 2. Sans calculer explicitement les valeurs et vecteurs propres de
H , mais seulement & l’aide de la théorie des représentations, déduire le nombre de niveaux
d’énergie distincts et leurs dégénéréscences, caractérisant les états propres de H dans ce
sous-espace.

| Dy | E 20y Cy 205 2CY |

A | 1 1 1 1 1
A | 1 1 1 -1 -1
B |1 -1 1 1 -1
By | 1 -1 1 -1 1
E 2 0 -2 0

Tables des caractéres du groupe D4. Les rotations Cy et Co sont autour de I’axe orthogonal au carré. Les C5 sont

autour des médianes. Les Cy sont autour des diagonales.

Suggestion. Pour calculer les caracteres associés aux opération de Dy, on rappelle qu’il ne faut
connaitre que les éléments diagonaux des matrices correspondantes, et qu’il suffit de faire ce cal-
cul une seule fois pour chaque classe d’équivalence du groupe. On remarque aussi que, pour ré-
soudre ce probléme, 'utilisation des “projecteurs” sur les représentations irréductibles du groupe
n’est pas indispensable.

Ezercice 30 : Principe variationnel pour deux spins 1/2 (3 points)
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On consideére le systéme formé par deux spins 1/2. Les deux spins interagissent mutuellement et
avec un champ externe, selon le Hamiltonien

I:I = I;[cl + I:Iext
Hy =660

Hew =h (657 +657)  h20

(2)
1

H, est ainsi diagonale dans cette base et on peut indiquer ses éléments de matrice diagonaux
par Hy(o1,02).
Considérer I’état variationnel

On utilisera la base des états propres de 6, et 6§z) : {|o1,02)}, avec 01, 09 = £1. Le Hamiltonien

A

Y(o1,02) = (01,02[¢)
=exp(-BHy(01,02)) B20

1. Ecrire les équations dictées par le principe variationnel pour 1’état findamental du pro-
bleme.

2. Résoudre (graphiquement ?) ces équations pour trouver la valeur de /5 qui minimise 1’éner-
gie de I’état fondamental.

3. Calculer I’énergie variationnelle et ’état fondamental associé, dans la limite A - 0. Com-
ment se compare ce résultat avec le résultat exact dans cette limite ?
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Annexe B

Corrigés
B.1 Examen 2014

Ezercice 1 : Transition a deux photons

1. L’amplitude de transition a;¢(t) d'un état |i) vers un état |f) sous l'effet d’une pertur-
bation branchée de ty =0 a ¢ est donnée par

a1 (t) = (f|Ur(t,0)]i), (B.1)

avec

U1(t o) = 11+2( )[dtlfo dty-- fo A Vi) Vi (k) Vi(tn)  (B.2)

Vi(t) = e Hothy (1) gmitlot/h, (B.3)

Au premier ordre de perturbation, 'amplitude de transition de |1) vers |2) s’écrit donc
afy (t) = f dty (200N MY (1) ot ) = f dte DR QT (4)]1),  (B4)

ol w; = F;/h. En examinant la forme de V(t), on remarque que le terme 0 fait descendre
entre les niveaux, alors que %' fait monter. En particulier, on a V' (t)|1) = hQe ™" |2), d’out

a12) (w,t) = —if2 [ dtqe'(@o- “’)tl Wo = Wy — wW1. (B.5)

Pour w # wg, on obtient

ZWO—w)t— 1 -2iQ —w)t
) (w, 1) = -0 _ T2 oo gy (0@ (B.6)
Z(wo -—w)  wy-w 2
et pour w = wyp, l'intégration donne alQ)(wo,t) —iQ2t. Finalement, on obtient donc la

probabilité de transition

1 1 402 . wO—w)t
P52)<w,t>:|a§2><w,t>|2:(WO_W)QSHP( el B.7)

dont le prolongement par continuité en w = wy donne bien Pl(z)(wo, t) = Q%2 = |a1 (wo, ).
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2. On a
(1)
P. w,t . T
Pelol) o), gl =sme (). (B3)
Py’ (wo, ) @

Autrement dit, le rapport en question a la forme d’un sinus cardinal dont la valeur en
wo —w = x = 0 vaut toujours un et dont la largeur en pulsation, donnée par « = 1/¢, tend
vers zéro dans la limite ¢ — co. Ceci montre que la fonction qui & w associe P1(21 )(w,t) est
trés piquée autour de la fréquence de résonance wy aux temps longs.

3. Comme (3|V (¢1)[1) = 0 pour tout temps ¢1, on a
i rt , .
ag? (w,t) — EZ A dtlel(W3—uJ1)t1<3|V(t1)|1> - (), (Bg)

et la probabilité de transition Pl(g)(w,t) = |a%)(w,t)|2 est donc nulle. Pour obtenir la
premiere contribution non nulle a la probabilité de transition Pi3, il faut aller au moins a
I'ordre deux de perturbation.

4. L’emploi des expressions (B.1)) a (B.3) a 'ordre deux implique
1 rt t A . A . A
o\ (w, 1) = 3 fo dty fo Lt (3l 0N M (4 )¢ ot (1) e FotIh 1y (B.10)
Comme

V(ta)[1) = hQe ™2 |2) (B.11)
V(t1)[2) = Q™ 1) + QY e |3) | (B.12)
on obtient
t t . . . . .
ag?)’) (W, t) — —QQ/ v[0 dt]_ A\ ! dt2elwgt1 6—7,wt16—7,w2 (tl—tg)e—zwtg 6—Zw1t2
t o, t .
oot [faneion [* gt 19
0 0

Pour w distinct de wy et wy), I'intégration donne

9194 t o :
o nt) = =gy Jy dne N ()

O’ (ei(wo+w62w)t -1 ei(w{)—w)t _ 1)

(B.14)

wo + W — 2w wh —w

- Wy — W
ce qui est le résultat demandé.

Pour analyser la dépendence en pulsation de P1(§ )(w, t) aux temps longs, on remarque que
la formule donnée dans 1’énoncé s’écrit

@) _ (QQ)*? B Q)% o
P13 (wﬂt) - (W6_W)(WO+W6—2(U)f1/t(wo w)+ (wo_w)(w0+w6_2w)f1/t(w0 w)
(QQ)2t2 wo + Wh
G (M) (19

c’est-a-dire comme la somme de trois sinus cardinaux au carré (fonctions filtre) centrés
en wop, wy) et (wo +wy)/2, de largeurs typiques respectives 1/t, 1/t et 1/(2t), et de valeurs
maximales (& l'origine) respectives P, /4, P[4 et Pn, ol Py, = Py (t) = 40202/ (wf -
CU[))Q. Dans la limite des temps longs, on aboutit donc a une fonction de w trés piquée
autour des trois pulsations de résonance ci-dessus, avec trois pics bien séparés lorsque
t > 1/|w(, — wo|. La figure ci-dessous illustre ce comportement pour w( = 0.6wy :
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PR/ Pul®)
1.2+

1ol

0,8: — wot =10
06l — wot =80
— wot =640

04]

0.2

Pour examiner P1(22 )(w,t), on reprend les expressions 1' a l} en remplagant le bra

correspondant & 1’état final (3| par (2|, ce qui donne P122 (w,t) = 0. En effet, on ne peut
passer de |1) & |2) par un processus du deuxiéme ordre car chacune des deux applications
de V fait soit monter (91), soit descendre (%) d’un niveau; partant de [1), on se retrouve
soit dans |1), soit dans |3) en termes de probabilités (on se retrouve en fait dans une
superposition de [1) et de |3)), mais pas en |2).

5. La probabilité d’absorption est donnée par P,s(w,t) = Pia(w,t) + Pig(w,t) =~ Pl(zl)(w,t) +

]31(32 )(w,t) jusqu’a lordre deux de perturbation. En incluant les processus du ler () et
du 2e ((®)) ordre, on obtient donc le spectre de raies d’absorption suivant :

® : 1)~ [2)
&
@ 1 [1)~>[3)
@ : 1)~ [3)
@ : (1)~ [3)
1 r w

ou la hauteur des raies symbolise I'efficacité d’absorption ; les raies des processus du second
ordre sont plus petites que celle du premier ordre puisque, par hypotheése, on se trouve dans
un régime perturbatif, donc Q et Q' sont petits et Pm(t)/Pl(Ql)(wo,t) =407 [(wh-wp)? < 1.

6. Le dernier des trois termes dans ’équation (3) de ’énoncé correspond & une résonance
2hw = hwg + hw|, = E3 - By (B.16)

dans le processus d’excitation de 'atome |1) et |3). Cette résonance correspond donc a la
situation ou I’énergie de deux photons correspond exactement a la différence d’énergie des
états initial et final. On en déduit qu’il s’agit d’un processus d’excitation a deux photons
(deux photons sont absorbés dans le champ électromagnétique pour exciter I'atome de |1)
vers [3)), en accord, intuitivement, avec le fait qu’il s’agit d’un processus du deuxiéme ordre
(dans cette interprétation, 'opérateur e wtHt correspond a I’absorption /lannihilation d’un
photon et & ’excitation simultanée de I’atome, et il faut ’appliquer deux fois pour passer
de |1) & |3)). Ce processus a deux photons aurait la représentation suivante :
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On voit que le processus a deux photons conserve ("globalement") I’énergie puisque 1’énergie
combinée des deux photons permet de combler la différence entre les états initial et final.
Néanmoins, on voit que ’énergie n’est pas conservée lors des processus "individuels" sous-
jacents, a savoir ’absorption d’un "premier" photon qui transfere ’atome de |1) vers [2),
"puis" I’absorption d’un "second" photon qui transfére I'atome de |2) vers |3).

Remarque 1 (non demandé) : en réalité, c’est le fait que le transfert de |1) vers |3) ne soit
pas séquentiel (couplage |1) - |2), temps d’attente de durée similaire, couplage [2) — |3))
qui autorise I’écart en énergie entre la ligne en pointillés et le niveau FEs.

Remarque 2 (non demandé) : les deux premiers termes de I’équation (3) de ’énoncé (ré-
sonances & wp et w() correspondent & des processus qui ne conservent pas globalement
Iénergie (2hwy # E3 — E, 2hw( # E3 — E); ils proviennent du branchement abrupt, en
créneau, de la pertubation a ¢ = 0; ce type de branchement n’admet pas de limite "adiaba-
tique" lorsqu’on fait tendre ¢ vers U'infini, et il n’y donc pas conservation de 1’énergie. Pour
n’importe quel autre type de branchement qui admet une limite adiabatique (par exemple
une rampe linéaire entre 0 et ¢, d’amplitude moyenne donnée sur cet intervale, et qui donc
devient infiniment lente lorsque ¢t - +00), ces processus deviendraient négligeables dans la
limite des temps longs, et les pics & wy et w(, disparaitraient du spectre ci-dessus. On voit
néanmoins que ces termes qui violent la conservation globale de I’énergie correspondant a
un transfert |1) - |2) — |3) favorisé par le caractére résonnant de [1) — |2) & la pulsation wp
(quand bien méme |2) — |3) n’est alors pas résonnant) ou de |2) - |3) & la pulsation wy.

FEzxercice 2 : Structure fine d’'un atome

1. Les valeurs de j vont de |l - s| & [ + s. Autrement dit, pour [ = 0, la seule valeur possible
est j =1/2. Pour [ >, on a les deux valeurs possibles j =1-1/2 et j =1+ 1/2. Que que soit
J, les valeurs correspondantes de m; sont —j,—j +1,...,j-1,7.
2. Les composantes de L commutent avec celles de S (I'un agit sur le degré de liberté spatial
~2 A A A2 A A A2
de I’électron, I'autre sur le degré de liberté de spin), donc J~ = (L+8)2=L" +2L.S+ 5",
d’ou
~oa lya2 12 42
L.S:§(J -L°-§). (B.17)
Pour calculer les commutateurs avec H , on remarque d’abord que toutes les composantes
de L et S commutent avec Hy et des opérateurs ne dépendant que de r, tel A(r). Ainsi,

, ~ A2 A2 A2 A N N
pour les opérateurs O=J ,L ,S ,J,,L.,S,,on a

[0,H] =[O0, Hy] +[0,A(r)L.S] = A(r)[O, L.S] (B.18)
On établit ensuite que
(1% 1.8]=[L% 1,18, +[L° 1,8, + [L°,1.]5. = 0 (B.19)
[8°,1.8]=[5, 8,100 +[8%, 8,11, +[§8°,8.]1L. = 0 (B.20)
(72 1.8]=[L%,1.8]+[8°,L.8] +2[L.5,1.8]=0 (B.21)
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et que
(L.,L.8]=[L.,L.18: +[L.,L,]S, =ih(L,S: - L.S,) (B.22)
[S.,L.8]=[5.,8:] Ly +[S.,8,1Ly = ih(LS, - L,S,) (B.23)
[J.,L.8]=[L.,L.8]+[S.,L.8]=0. (B.24)

22 A2 A2 I
On a ainsi montré que S, L, J = et J. commutent avec la perturbation A(r)L.S et le ha-
miltonien complet H.En revanche les composantes (projections) de L et S ne commutent
pas avec L.S et H, et ne correspondent donc pas a des quantités conservées.

3. Par hypotheése (par construction), les états |nlsjm;) sont états propres de i S’Q ot J°
pour les Valeurs propres respectives A2l(l + 1), h2s(s + 1) et h2i(j + 1). En vertu de
I'identité , ils sont donc aussi vecteurs propres de L.S (pour les valeurs propres
;hQ[](] + 1) —l(l+ 1) -s(s+1)]). Le nombre quantique n indique que les |nlsjm;) sont des
solutions de ’équation de Schrodinger radiale (ne dépendant que de [ et de r) de 'atome
d’hydrogene. Ces solutions ne sont pas des états propes de 'opérateur A(r) (équivalent a
un terme en 1/7%), et les |nlsjm;) ne sont donc pas des états propres de Vig = A(r)L.S.
On déduit des résultats ci-dessus que les éléments de matrice de Vig sont

: - . h?
(n'U'sj'mj/|\Viglnlsjm) = (an|A(r)|RnZ)?[j(j +1) =11+ 1) = s(s+1)]61.1065,5/ 6y m
(B.25)

ou les |Ry;), n > 1+ 1, désignent les fonctions d’onde radiales de I’hydrogéne habituel H,.

4. Les états propres de Hy sont dégénérés, puisque leur énergie ne dépend que de n; il
faut employer la théorie de perturbation dégénérée. Au premier ordre, la perturbation ne
mélange que des états d’un méme sous-espace n dégénéré, et les corrections d’énergie (les
déplacements en énergie) sont données par les valeurs propres de la matrice

MY = ((nl’sj'm;-|VLg|nlsjmj)) (B.26)

UVi'mgrlgm;
Les considérations de la question précédente, résumées dans I'Eq. (B.25)), montrent que
cette matrice est diagonale, avec pour éléments diagonaux

2
(nlsjm;|Vis|nlsjm) = (anlA(r)anz)%[j(j +1) - 1(l+1) - s(s+1)]. (B.27)

Les états propres sont donc inchangés au premier ordre de perturbation, mais les énergies
propres subissent un déplacement AE = AFE,;; donné par ces éléments diagonaux (on
n’indique pas la dépendance en s puisque s = 1/2 est fixé) :

Apyj = (nlsjm;|Vig|nlsjm). (B.28)

Au premier order de perturbation, & cause de la dégénérescence, tout se passe donc comme
si les |nlsjm) étaient états propres de Vig. Pour les états s (I = 0), seul le cas de figure
j=1/2=s existe, et 'on a

AEn;=AE, ;1 =0. (B.29)

[

Pourl>1,onaj=0+1/20uj=1-1/2 et expression (B.27) donne

h? l sij=1+1/2
AEn,lZl,j - <Rnl|A(7ﬂ)|Rnl>E x { —(l + 1) sij=1l- 1/2 . (BSO)
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La couplage L.S léve donc partiellement la dégénérescence de chacun des niveaux n en
créant, au premier ordre de perturbation, des sous-niveaux dont 1’énergie dépend de [
(infinités de valeurs) et de j (deux valeurs par valeur de j), mais pas de m;. Cest cette
division en sous-niveaux que 'on appelle la structure fine.

5. Pour [ = 1, les valeurs possibles de j sont j = 3/2 et j = 1/2; on note 2Py et 2P

les niveaux correspondants. Ces derniers sont dégénérés en l'absence de Vig, et leurs
déplacements sous l'effet de Vi g sont

h? 1

Agsp =+ (Roa|A(r) [ R2a) = geatmee? (B.31)
1

Dg11j2 = ~h* (R A(r)|Raa) = —@Oflmecz. (B.32)

Application numérique (avec I'indication orale que 1’on utilisera o ~ 1/137 pour simplifier
les calculs) :
1 4 5 9.11-3.00?

—atmect =107 P ~ 80

96 0.96 - 1.374 710_25 =2-107%4J, (B.33)

ou l'on a arrondi un peu par valeur inférieure. Pour convertir les résultats entre unités, on
utilise 1J = (1/1.60)-10' eV et la constante de Planck h = 27h = 6.63-1073* J.s qui permet
d’exprimer une énergie E en fonction de la fréquence v = E/h correspondante. On trouve
ainsi rapidement les estimations grossiéres

Agiap=2-107"J~1-10"eV ~3GHzx h~20GHz x h (B.34)
Agyijp=—4-107"J~-2-107eV ~ -6 GHz x h ~ ~40 GHz x h, (B.35)
et une levée de dégénérescence de I'ordre de 3-107° eV (plus précisément 4.55- 107° eV), ou

une dizaine de GHzxh (plus précisément 11.0 GHz x h).

6. Il y a une dégénérescence résiduelle des états de différents m; (m; = —j,—j+1,---,5-1,7)
pour chaque niveau (n,l,j) donné de la structure fine. Le niveau fin 2P3), est quatre fois
dégénéré (m; = -3/2,-1/2,1/2,3/2), tandis que le niveau fin 2P/, est deux fois dégénéré
(mj =-1/2,1/2).

Ezercice 3 : Evolution temporelle d’'une matrice densité
1. Dans la base B = {|11),|t1}), i1),[{})}, la matrice de H est donnée par

00 0O
S OO
00 0O

2. La matrice de H est diagonale par blocs. Ses valeurs propres sont 0 ( deux fois dégénérée)
et +gh? (ces deux dernitres étant obtenues en diagonalisant le bloc central). Les vecteurs
propres correspondants sont [11),]l1) (pour la valeur propre 0), v, = %(Hi) +[i1)) (pour

+gh?) et v_ = —=(|1l) = [I1) (pour —gh?).

3. At=0,[[W(0))=[i1)=—5(vs —v-), don

T(t)) = e [T(0)) = %[e_ightw — ey ] = cos(ght) |41) — isin(ght) [1).  (B.37)
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4. La matrice densité est définie par p(t) = |U(¢)) (¥ (¢)|. La matrice p(t) dans la base B est
alors donnée par

0 0 0
sin?(ght) —%z’ sin(2ght) 0
%isin(Qth) cos?(ght) 0
0 0 0

p(t) = (B.38)

o O O O

5. La matrice densité réduite p;(t) obtenue en effectuant la trace partielle sur les états du
second spin, et exprimée dans la base {||),|t)} du premier spin, est :

2
pr(t) = (C"S ((;"ht) szﬁght)). (B.39)

p1(0) - (é 8). (8.40)

Cette matrice correspond a un état pur. Au temps t = 4’%, la matrice densité réduite

devient
T 1/2 0
p1 (Zlg—h) = ( 0 1/2). (B.41)

Elle correspond dans ce cas & un état mixte. Du fait de I'interaction entre les deux spins,
modélisée par H, le systeme a deux spins qui se trouvait initialement dans un état séparable

a évolué pour se trouver au temps t = 4’% dans un état intriqué ce qui s’est traduit par

une matrice densité réduite correspondant a un état mixte.

B.2 Examen 2015

FEzercice 4 : Oscillateur harmonique soudainement déplacé (2 points)

1. Aprés le déplacement, ’Hamiltonien du systeme devient

. 1
o=, “mw?(2 - b)?
2 2
A2
1 1
S W22% + Zmw?b? — mw?bi
2m 2 2
= HO + V (t)

avec V (t) = mw?b?/2 — mw?bz, constant pour ¢ > 0. En plus, & = v/A/2mw (a"+a).

2. Nous pouvons appliquer directement la régle d’or de Fermi pour une perturbation constante
V & savoir

2 N 2
Wiy = %\(m VIS (E, - E) (B.42)

ou les énergies propres sont E,, = hw (n +1/2). On remarque que si n # 1, alors w,, # w; et
donc (B.42) est identiquement nul.
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3. La perturbation dure un temps 7" fini la régle d’or de Fermi, valable dans I’approximation
d’une perturbation tres longue, ne peut plus étre appliquée. La probabilité de transition
au temps t est

Pron = [(n | (£))?
= |(n|Ts (£,0) 1)
- [(nle om0 (2,0) )|
= [tnle "m0 (2,0) 1)
= |(n] Ty (t,0) 1)

ou les indices S et I se réferent a la représentation de Shrodinger et Interaction respecti-
vement. Au premier ordre en V on a

T
0 (£,0) =1 - % f dt'V; ()
0
. T . .
_%/dt/eiHot’/hVI (t’) o~iHot'[h

Le terme en 1 ne contribue pas a 1’élément de matrice car en effet (n|1]1) =0 et de méme
pour le terme en b? dans V. Ensuite on a

(n] U1 (1,0) 1) = (n] 0007 (1) 1 Hot IR 1)

. T
-+ f dt’ e BB b () 7|1

On peut déja remarquer que ayant Voal+ a, alors seuls les états pour lesquels n =0 et
n = 2 auront une probabilité de transition non-nulle. On calcule

T
f di! e~ {(B1=Ea)t' [h _ _ ( —i(B1-En)t'/h _ 1)

El—En

(n|V|1) = =mw?b al+all)

Qmw

(0] V1) = —mw?b
2mw

ﬂﬁ

(2] V1) = —mw?b

et donc finalement

FEzercice 5 : Principe variationnel pour un potentiel anharmonique (1 point)

147



Physique Quantique II ANNEXE B. CORRIGES

1. Etant donné V() = az* qui a la dimension d’une énergie [V] = [E], on peut immédiate-
ment déduire
[a] = [E][L] (B.43)

d’autre part on a [h] = [E][T], [m] = [E][L]*[T]? et bien str [Ey] = [E] donc

(LB [T)* (B (L (T1) (B [2))° = [B) (B.44)

dont on extrait par identification le systéme d’équation

a+b+c=1
a+2b=0
-2b-4c=0

que ’on résout pour obtenir les exposants

4 2 1
gt 2t (B.45)

3 3 3

2. L’Hamiltonien du systeme est
N h2 92 4
H=——+a?% B.46
2m 0% ar ( )
On travaille avec la fonction d’essai
2

Vo () =€ 257 (B.47)

qui n’est rien d’autre qu'une Gaussienne non-normée d’écart type (largeur) variable o, on
devra normaliser 1’énergie par

(Wo lUo) = [ V2 (@) do =0V (B.48)
L’énergie du systeme dans 1’état |1, ) vaut
N h? ok W
(Yol H [¢0s) T Tom W’A%WJ)"‘O‘W}AQ? tbo) (B.49)

avec

P . JE
<wa| % W}U) - _%

. 3
(ol ) = 507V
On trouve alors I’énergie normalisée

(ol Hly)  H2 3
(o [00)  dmo? 4% (B.50)

E, =

On cherche maintenant & minimiser cette énergie par rapport a ¢ en résolvant

OFE
72=0 B.51
5o (B.51)
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Pour trouver

h2 1/6

3% 613 [ B 1/3
()

var =
m?2

compatible avec ’analyse dimensionelle de la question 1.

Ezercice 6 : Critere d’intrication (2 points)

1. On considére un opérateur A : H, ~ Hj. Dans I’espace de Hilbert global H , cette opérateur
devient donc A = A1 ® 15. Donc on a

()= (A7)

:Z (Aﬁl(c)‘@A@))
T (A1 )T (77)

()

A(2)

puisque Tr (p ) = 1 pour une matrice densité. Alors on a montré que ([1) est indépendant

des p A(Q)
2. La matrice densité associé a ’état pur |[t)guz) se construit comme
po = [Yanz) (Yanzl
1
=3 (]000) +]111)) ((000| + (111])

La matrice densité du sous systémes B et C' est donnée par la trace partielle de pg sur le
sous systeme d’Alice

p=1(04]p0104) + (La|po|14)
= = (100) (00 + 1) 11]

0 0
0
0

N | —
_ o O O

1
0 0
0 0
0 00

/. 5(2) | A(1) ~(2)
:5(90 ® Py ® Py )
ou p§ =10) (0] et A = [1) (1],

3. Pour une matrice densrce séparable pg, la définition de la transposée partielle (par rapport
au 2¢ sous-systéme) donne simplement

= Tio(?)! @52
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~(2)

or les p,”’ sont des matrices densité valables a savoir :
el 5Y - e (5@ = 1
| fy, =Tr(p, ") =

(1)) = ()"

T
(ﬁ,(f)) et pA](f) ont les mémes valeurs propres

B

donc ﬁg est encore une matrice densité de type séparable.

4. Comme précédemment, I’état pur de A, B, C et D est décrit par po = [tg) (¢g|. Calculons

la trace partielle par rapport & A

p=1{0a]p0l04) +(1alpo|la)
1
- (1000) (000] + 1000) (011 + [011) 000] + 011) {011

+7 (1100 (100] - 1100} {111] - [111
1001 0 0O
0000 O 0O
0000 O 0O

11001 0 00

"4l 0000 1 00
0000 0 00
0000 O 0O
0000100

OO OO ~—

|
—

= O O

(100] +|111) (011])

Pour démontrer qu’il s’agit d’un état mixte, calculons la transposée partielle par rapport
N . L N o o N . e
a C. On voit en particulier que Py, o171 = Poo1,010 €t Pod; g1 = Pooo,011 et idem pour le 2

bloc diagonal. Ainsi on a

1 _ L

[elelelolNoNolBoll S

OO OO+ OO

0

[elelelelBeoNel e

[lleloelNell =l el

S OO+ OO oo

o O O o oo

-1
0

O O O OO

0

_ O OO oo oo

(B.53)

Nous pouvons facilement calculer les valeurs propres de cette structure diagonale par bloc.
Pour les 2 blocs équation séculaire est A2 -1 = 0 ce qui donne 2 paires de valeurs propres
X = £1. La matrice p¢ a donc 2 valeurs propres négatives et elle n’est donc pas une matrice
densité valable. Selon la condition établie précédemment, nous sommes donc dans le cas
d’un état non-séparable et donc intriqué.

B.3 Examen 2016

Exercice 7 : Trois oscillateurs harmoniques couplés
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l’ \\
3@------02

(i) Le premier terme dans H correspond & hwN et commute donc avec N. Pour le
deuxiéme terme, il suffit de remarquer que ce terme ne change pas le nombre total de
quanta, puisque chaque terme de type &}&k détruit un quantum et en crée un autre
(ou donne zéro, si ny = 0). Donc le nombre total de quanta est conservé et le terme

doit forcément commuter avec N. Pour une preuve explicite, calculons

[alar, afa] = al[ay, a]a)) + [a],a]a )

= allag, afa +aj[al, alay,
ata Ata
= ajal5kl -, axdjy

ou nous avons utilisé [a;, &;L] =0, et [a;,ax] = 0. On remarque que Zj<k(d;dk+d;2&j) =
At A .
2tk a;a, d’ou

[N, Z;C(a}ak +alag)] e ; [alax, afa]
1<

Si [N ,ﬁ ] = 0, on peut diagonaliser les deux opérateurs dans la méme base. Par
conséquent, H prend une forme diagonale par blocs, ou chaque bloc est défini dans
un sous-espace généré par les vecteurs {|ni,ng,n3)} avec ny + na +ng = N et N fixé.
(ii) On sait d’apres le point 1. que 'on peut trouver 3 états propres de H enle diago-
nalisant dans ce sous-espace. Nous avons donc restreint le probleme & un espace de
dimension 3. Calculons maintenant la représentation I' de C3, associée & un sous-
espace. On sait a partir de ’énoncé que I'(g), pour g € C3,, est une permutation.
Pour les caracteres, il suffit de trouver une matrice par classe d’équivalence de Cl,,.

— Pour E on a immédiatement x(E) =3
— Pour C5 on permute 1 - 2, 2 - 3 et 3 > 1 ce qui nous donne la matrice

010
T(Cs)=[ 0 0 1 (B.54)
100

et donc x(C3) =0
— Pour o, autour du plan qui passe par lonal—>1,3 - 2et 2 - 3, donc x(0,) = 1.
Méme sans utiliser la formule, on voit que x(g) = x"(g) +x® (g) et donc T =T @3
Les états propres auront une dégénérescence 1 et 2. L’état propre associé a I'; est
I’état totalement symétrique, donc nécessairement
) = % (/100) + 010) + |001)) (B.55)
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(iii)

On vérifie immédiatement que H [p1) = E [11) avec By = hw—2J. On peut maintenant
écrire 2 états orthogonaux a [1), par exemple
1
= — (|100) + «|010) + 2001 B.56
[2,3) \/3(! ) +a|010) + 3|001)) (B.56)

avec |af? +|B)? = 1. L'orthogonalité avec |¢1) impose o+ 3+ 1 = 0. Ces 2 conditions
sont remplies par les racines cubiques de 1'unité et alors

: T
o= 61215

ﬂ _ 6121%

On peut vérifier que ce sont des états propres de H, en effet H [123) = B3 |1h23) avec
E273 =hw+J.

Les six états sont |200),]020),]002),[110),]101),]|011). Calculons, comme avant, les
caracteres de la représentation I' de dimension six définie dans ce sous-espace. Pour
l'identité, c’est direct x(E) = 6. Puisque C3 envoie chaque état vers un état différent,
x(Cs3) = 0. Pour le méme o, qu’avant, on a :

020) < |002) 1110) < [101) (B.57)

mais [200) et |011) restent a leur place. Donc la matrice aura deux valeur “1” sur la
diagonale et x(o,) = 2. De nouveau, sans nécessairement utiliser la formule, x(g) =
2x((g) +2x®(g) donc :

I'=2T"y ®2I'3 (B58)

Il y aura donc quatre niveaux d’énergie distincts, desquels deux seront non dégénérés
et deux autres seront deux fois dégénérés.
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FExercice 8 : Entropie d’intrication

(i) Pour une matrice diagonale on a simplement

In () = (ln(()x) 111(10— x)) (B.59)

et alors

~ x 0 In () 0
S(a:)—Tr[(O 1—3:)( 0 ln(l—x))]
=—[zln(z)+(1-2)In(1-2x)]

On peut utiliser I'identité lir%xln(x) = lim ye? = 0 pour en déduire S(0) = S(1) = 0.
xTr—> Tr—>—00

Calculons maintenant la dérivée de S par rapport & x, on trouve facilement

dS(z) In(1-m)
de T

(B.60)

Alors

— pour z=0.5, (1-z)/z=1et S"(z)=0
— pour < 0.5, (1-z)/z>1et S’(z) >0
— pour > 0.5, (1-z)/z<1let S(z) <0
donc nécessairement, S(z) atteint un maximum en x = 0.5 et S(0.5) = In(2). En

effectuant le changement de variable 1 - 2 — y, on déduit également que S(x) est
symétrique par rapport a x = 0.5.

In(2)F
0.6}

0.0

0.0 0.5 1.0
X

FIGURE B.1 — Variation de I’entropie en fonction du parametre x

Pour un état pur on doit vérifier Tr(p?) = 22+ (1-2)? = 1 qui est réalisé pour z = 0 ou
x =1 et donc Spyur(x) = S(0) = S(1) = 0. Le cas S(0.5) = In(2) = Smax correspond & un
état totalement mélangé associé a une entropie maximale. On peut alors interpréter
S(x) comme une mesure du mélange pour un état donné.
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(ii) En utilisant la décomposition de Schmidt on a

pa=Trp(|v)(¥])
> (bile)(wlv)

J
Zk: i lar) (bj1bx ) (0xlb;) (axl

= Z)\f |aj) (aj]

pB = Zﬁ |b;) (bj
J

(iii) Dans les bases respectives on a

. (A3 0 .
PA = 0 )\% =pPB

(B.66)

et donc necessairement S(p4) = S(pp) puisque S, impliquant une trace, ne dépend
alors pas de la base. On a S(p4) = S(A\?) soit la fonction étudiée au point 1. puisque

par définition A2 = 1 - \2.

— Si |¢p) est séparable alors on peut écrire |¢) = |a) ® |b)
et A2 =0 et donc S(pa) =S(pp) =0.

ce qui correspond a \; =1

— Si [¢) est totalement intriqué alors il existe 2 bases pour lesquelles [¢)) = (|a1) ®
|bl) + |a2) ® |b2>)/2 et donc S(ﬁA) = S(ﬁB) = 111(2) = Smax-

(iv) Etant donnée l'allure de S(x) et les résultats des points 2.

et 3. on peut proposer que

S(pa) = S(pp) est une mesure continue de 'intrication présente en |¢)). Par mesure

de 'entropie d’un des deux sous systeme on peut déduire
A et B d’ou la terminologie entropie d’intrication.
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Exercice 9 : Atome d’hydrogene dans un potentiel cubique Nous pouvons exprimer
le potentiel en coordonnées sphériques :

V(r) = 3 sin?(0) cos(8) cos(¢) sin(¢) (B.67)
= %r?’ sin?(0) cos(f) sin(2¢) (B.68)
_ 4%7“3 sin?(0) cos(8) (exp 2i6 — exp—2ig) (B.69)

Exprimons maintenant le potentiel comme une somme de tenseurs sphériques :

V=)
k=0q

M=

g TP (B.70)
-k

On sait que la relation [LZ,Tq(k)] In,l,m)= thq(k) In,l, m) est valable pour n’importe quel

état |n,l,m). En particulier, si on I’évalue pour |n,l,0) on obtient que Lqu(k) = thq(k).
Evaluons donc L,V :

L.V = —ih% (4lir3 sin?(0) cos(f) (exp 2i¢p — exp —2i¢)) (B.71)
= —%7“3 sin®(#) COS(H)% (exp 2i¢ — exp —2i¢) (B.72)
= —%r?’ sin® () cos(0)2 (2 exp 2i¢ — (~2) exp ~2i¢) (B.73)
= 2heg o TSP = 2hey TR (B.74)

1
ol I'on a définit les coefficients c; o = F—73sin?(0) cos(). On voit que V est une combi-

naison linéaire de tenseurs sphérique ayant ¢ = +2. La valeur de k n’a pas d’importance
pour ce probléeme mais ’on sait que k > 2.

D’apreés Wigner-Eckart, seuls les éléments de matrice (n',1’,m/|V |n,1,m) avec Am =m'-
m = q = +2 peuvent étre non nuls.

(i) Pour I'état |1s) =|1,1,0), la perturbation sera nulle car Am = 0.

(ii) Pour les quatre états 2s et 2p, il faut appliquer la théorie des perturbations dégénérée.
Il faut donc calculer la matrice dans le sous-espace généré par |2, 1,0), |2,2,-1), |2,2,0)
et |2,2,1). Cependant, méme argument nous dit que les seuls éléments matrice non
nuls, sont ceux entre les états [2,2, 1) et |2,2,1) car c’est les uniques cas ot Am = +2.
Ces éléments sont pourtant nuls a cause de la parité. En effet, V ainsi que ¢(r) =
(r| 2,2,+1) sont impairs. Donc ici aussi la correction & ’énergie est nulle.

Notez que 'argument de parité fonctionne aussi dans le premier cas. On pourrait donc
penser que cet élément suffit a résoudre I’ensemble du probléme. Ce n’est cependant pas le
cas car en n’utilisant que cet argument, on pourrait penser qu’une transition est possible
entre les états |2,1,0) et |2,2,m) qui sont de parité différentes.

B.4 Examen 2017

FEzercice 10 : Oscillateurs harmoniques 2-D perturbé  Puisque les opérateurs a, et a,
se transforment, sous les opérations de D4, comme x et y, nous allons commencer par déduire
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les lois de transformation de = et y. Pour le calcul des caracteres, il suffira d’étudier une seule
opération par classe de conjugaison

L [z v
E Yy
Cil||l vy -=x
Cy || —x -y
oyl -z gy
Gy =

TABLE B.1 — La transformation de = et y en fonction des éléments du groupe Dy.

Les matrices 2 x 2 associées sont

1 0\ (0 -1\ (-1 O -1 0\ (0 1
(o 1)’(1 0)’(0 —1)’(0 1)7(1 o)’ (B.75)
et le caractére de chaque matrice est donné par

X =2,0,-2,0,0, (B.76)

respectivement. Nous voyons immédiatement que cela coincide avec le caractere de la représen-
tation irréductible I's de dimension 2.

1. Puisque a, et a, se transforment comme z et y, alors |1,0) = d.0,0) et |0,1) = a, |0,0) se
transforment aussi comme x et y. Ces deux états génerent donc la représentation irréduc-
tible I's du groupe de symétrie du Hamiltonien.

La dégénérescence est donc nécessaire et ne peut pas étre levée par la perturbation V (x,y).

2. Nous procédons de la méme maniére et nous déterminons les lois de transformation de z2,
ry et y?, qui seront aussi celles de |2,0), |1,1) et |0,2).

Nous constatons de 'exercice 1.1. que I’état |1, 1) se transforme comme zy et génere a lui
seul un sous-espace invariant :

| E G G G
’xy\xy -y Y -TY xy‘

TABLE B.2 — La transformation de zy en fonction des éléments du groupe Dj.

Les caractéres sont donnés par
x=1,-1,1,-1,1, (B.77)

donc cet état génere I'y.
Les deux autres états se comportent comme z2 et 32 :

T

’ ‘E Cs Cy Gy C;
22 | 22 yz 22 22 yz

y2 y2 3?2 y2 y2 .’I}2

TABLE B.3 - La transformation de 22 et y? en fonction des éléments du groupe Dy.

Nous pouvons en déduire le caractere

x =2,0,2,2,0. (B.78)
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Sans méme appliquer la formule pour la décomposition, nous voyons que ce caractere
correspond a celui de I'y & I's.

Nous concluons que l'espace de dimension 3 généré par |2,0), |1,1) et |0,2) se décompose
en trois sous-espaces invariants correspondant a I'y ® I's & I'4.

Il n’y a donc pas de dégénérescence nécessaire et en général la dégénérescence sera donc
levée par V(z,y).

3. Comme dans 'exercice précédent, nous voyons aisément que {|3,0),0,3)} et {|2,1),(1,2)}
sont deux sous-espaces invariants (:U3 peut aller en +23 ou iy3 mais non en x2y ou myQ, et
vice-versa). Ils générent donc deux représentations de dimension 2, T' et I”.

Nous obtenons

| | E C G O G

PRI % R R
7 Y R S " P
$2y .’132y —yQ.TJ —.’L'Qy :L'2y ny
y2.’L' yzl' IEZy —yQQC —y2(L' I'Qy

TABLE B.4 - La transformation de 23, 43, 2%y, y?z en fonction des éléments du groupe Dj.

Les caracteéres associés aux deux représentations I' et I sont

x(T) =2,0,-2,0,0 = I5x(I') =2,0,-2,0,0 — I (B.79)
L’espace de dimension 4 se décompose donc en deux sous-espaces irréductibles associés a
I'seTs.

La perturbation va donc lever partiellement la dégénérescence, et deux niveaux d’énergie
doublement dégénérés vont résulter de la perturbation V (z,y).

Ezercice 11 : Purification de la matrice densité
1. Il faut vérifier que
(i) Tr(pa) - 1,
(ii) pa = pl,,
(iii) pa est positif.
Vérifions ces trois conditions :
(i) Tr(pa) = 1(5+3) =1
(ii) La matrice étant symétrique, nous avons que p4 = pL.
(iii) La matrice est positive si toutes les valeurs propres sont > 0.
Nous trouvons que
b-z2)3-2)-3=0
= 2?-8x+12=0
= z=4+16-12
=2,6

=
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(B.80)

Donc

(@) I

0) (B.81)

oy

est bien positif.
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2. En général, une matrice densité peut étre exprimée sous forme diagonale par

pa = X pjli)jl, ou {|j)} forment une base. On peut toujours définir un deuxiéme sous-
J

systeme B identique, avec la méme base {|k)}.
Par construction, un état pur qui remplit la propriété pa = Trp (J¢)(¢]) es

EDNVANIINE

En effet,

T ()W) = 224 (z}; vEipe(17) ® 1)) (k] © <k|)) )
> /B7Pr |3 ] (1) k1)

l7j7k

> Dbk 1) (k] 6156k

l7j7k

= Zl:pz (1] o

Dans notre cas, nous allons trouver les états propres de p4 :

VRSIARIH
= §x+\/§y:6x
= 2=3y

— Valeur propre 6 :

| N[
I\DQI
w

Y
x

Norme : 3y +y?>=1 = {
— Valeur propre 2 :
(& <)) -()
V3 ¢ J\y y
= Ca:+\/§y:23:
= y=-V3z

N

Norme : 22 +322=1 = {x

L’état en question est donc

W=\ 2enelany/Tietolen),

dans lequel

o)=L L,
PR KR LINY

(B.82)

(B.83)

(B.84)

(B.85)

(B.86)

(B.87)

(B.88)

(B.89)
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Finalement, nous obtenons

0= (L 3o (L 510)
3 (3m-20)e (-2 0) (B.90)

:% [(3\/§+ D [++)+ (3 =V3) [+=)+ (3-V3) |-+) + (3+3) --)].

3. Cet état n’est pas unique. Nous voyons par exemple que

') = \/glsm)@ lp2) + \/%Icpz)@ 1) (B.91)

donne la méme matrice si nous prenons la trace partielle par rapport a B :

)= (L 31) e (5i0-21)

2 (2
+%(%I+>—?I—))@(?HH%H) (B.92)
:é [(3V3+ 1) [+4) - (3V3 - 1) [+=) + (V3 = 3) |-+) + (3+ V/3) |--)].

Ezercice 12 : Oscillateur harmonique perturbé

1. On peut directement utiliser la formule vue au cours pour une perturbation constante V
qui est enclenchée a t =0 :

_4){n| Vo)1 Gin? (nwt)_ (B.93)

0-n = h2n2w2
Puisque V = Ay(a2+af?), il est impossible de créer deux quanta a partir de Pétat |0). Donc
le seul état final possible au 1° ordre de perturbation est I’état n = 2.

Dans la limite t - +o0, on a

2m %
Poso =?t5(2hw - 0)l{2[V]o)? (B.94)

=0. a cause du delta de Dirac

Donc dans cette limite, la théorie au 1° ordre prévoit que le systéme se trouvera dans
létat fondamental de Hy, |0).

2. On a vu au point 1 que le seul état directement relié & |0) par V est [2).

Puisque le principe variationnel se base sur le calcul de ’élément de matrice (O’ | (fI 0+ V) ‘0’ >,
il suffira d’inclure dans l’ansatz variationnel 1’état |2) seulement :

0") =10) + |2). (B.95)

Cet état n’est pas normé, ce qui doit étre pris en considération par la suite. Nous allons
donc minimiser I'expression de 1’énergie
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(0] (Ho+ V) |0")

E = B.96
Nous avons
Hy |0y =Hy |0) + aHy |2
0| > 0| )+Oé 0| ) (B97)
=2hwa |2),
V 10"y =hy(a® +a™)(|0) + |2
0) = (@ +)(10) + a2) B9%)

=\/2hya [0) + V/2hy |2) + V12hya |4) .
La derniére composante proportionnelle & |4) ne joue aucun role dans ’élément de matrice
et peut étre négligée,
V2hyo + 2hyo + 2hwa?

1+a?
B.99
B 2/ 2hya + 2hwa? ( )

1+a?2

E(a) =

Cherchons les extréma

dE _2V/2hy + dhwa ~ 200(2v2hya + 2hwa?)
do 1+a? (1+a2)2

B.100
B —2\/§h’ya2 +4hwao + 2\/§h7 ( )
h (1+a?)? '
La condition % =0 se traduit par :
\/570(2 - 2wa - \/57 =0
= a2-v2%a-1=0
Y (B.101)
w w?
o= —
V2 2v?
Dans la limite v < w,
w w 22
a=——m=z+—\/1+—
Vv V2y w?
2
LYY b
VU (1+w2) (B.102)
[
:{\/57 +
1
-1

En suivant la suggestion dans la donnée, il est clair que la solution qui minimise F(«) est

a —%%, donc [0) = |0) - %% 12), et

E(—%%) =—h%2+0(1—i). (B.103)
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Nous pouvons en effet négliger le dénominateur puisque —=— =~ 1 — a2, et le terme en a?

1+a? ~
va dominer les corrections d’ordre supérieur en a.

Nous trouvons que min (E(«)) < 0, qui est I’énergie non perturbée.

3. L’approche variationnelle donne un résultat qui est approximé mais qui contient tous les
ordres de perturbation en V. On voit donc que |0") # |0).

Dans le point 1 par contre, on décrit exactement la méme situation physique dans la limite
t - +oo, mais la théorie au 1 ordre prévoit que ’état fondamental reste celui de Hy,
c’est-a-dire |0).

B.5 Examen 2018

Exercice 13 : Modele de Ising a 2 sites avec champ transverse
1. On a
H =-J6765 - ho™ — ho

Exprimé dans la base {|--),|+-),|-+),|++)}, on obtient

-1 0 0 O 01 00 0010 -J -h -h O
A 0O 1 0 O 1 0 0 O 0 0 01 -h J 0 -h
H==Tto o1 ol ™o 00 1|1 000|7|n 0 7 -
0O 0 0 -1 0 01 0 01 0 0 0 -h -h -J
2. Avec L’ansatz
o) = |--)+a|+=)+ a|-+)+|[++), aeR
on a
1 -J -2ha
(To| H|To)=(1 @ a 1)H|Y]|=(1 a a 1) Ja=2h o 1 oha)+2(Ja?~2ha)
« Jo-2h
1 -J -2ha
et
<\110|\I»'0> = 2(1 + 0[2)
ainsi R )
Vol H U —4ho -
E(a):< ol H| 0):J04 ha—J
<\Ifol\I/0> 1+a2
on dérive
dE(a) 2Ja-4h  2a(Jo® —4ha-J) _4ha® +4Jo - 4h
doe ~ 1+a2 (1+a?)?  (1+a2)?
On a ensuite
dE

— =0=>ha’+Ja-h=0
do

On en déduit « :

_ —J:I:\/gZ-F(Sh)Q :_ﬁi\/lm

avec f3 = 2—‘2
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On calcule alors o?

o? =B F B2 +1+ 82 +1=282F28/B2+1+1

On remplace la nouvelle expression dans E(«)

2B F 2BV + L+ T+ 4hS R AR/ B2+ 1T 2JB(BF /B2 +1) +4h(BF /B2 +1)

E
“ 2% BT 1+ 1) 2T/ 17)
Pour “-”, on a
B(a) - - JB+2h
p2+1
et pour “+4”
B(a) - JB+2h
B2 +1

Puisqu’on a J, h > 0, I’état fondamental correspond & av = -3 ++//32 + 1.
3. On a 2
<+ 92h J2 4h2
E(a):—(zh ) = - =-VJ2+4h? = E,

SR VLA

4. L’état fondamental exact est donné par

-J -h -h 0 1 -J - 2hay,
-h J 0 -=hl|lan| | Jom-—-2h

-h 0 J =hllaml|l | Jay, -2h
0 -h -h -J 1 -J = 2hay,

On peut ensuite calculer

J2
(2h)?
=-J+J-+/J?+(2h)?

+1

J
-J - 2hayy, = -J - 2h(——
o ( 2h+

et

J? g
Jm —2h = ==+ —\/J2 + (2h)2 - 2h
a 2h+2h J? +(2h)

T2+ J\/J2+ (2h)% - 2h
- 2h

TP+ (2h)2 - J\/J? + (2h)?
B 2h

:_\/m(—J+\/J2+(2h)2):anm

2h

Et ainsi H|Ug) = Ey |¥g). Pour I'état le plus général,
al-=)+b|-+)+c|+=) + d|++)

il est évident qu’on doit avoir b = ¢ et a = d car H est pair sous I’échange 1 < 2. Un
coefficient est déterminé par la normalisation, et il ne reste alors qu’un seul parameétre
libre.
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Exercice 14 : Entropie d’intrication dans le modele de Ising transverse
Partant de
|==) + am [+=) + am |[-+) + |[++)

[0 (am)) = NI ;

et
S =Tr(p1(Inpy)) p1 = Tra(p)
1. on sait que

1

1|«

|¢0)—N o

1

Donc

1 o o 1
1 la o o? «
o) (ol = 510 a2 o2 a
1l o o 1

2. On calcule

3. On a maintenant
S =Tr[p1In(p1)]

si p1 X pjl7)(jl, alors S =¥ ;n;Inn;. On peut calculer les valeurs propres :

1 2 «
G~ Grare”
1 _ «
T2
Donc
K 1+a2
qu’on peut réécrire
~ (04+1)2 B (04—1)2

=51 +a?)? ™ 21+ a2

On a ainsi
Inn = 2In[a+1] - In[2(1 + a?)]
Inne = 2In[a - 1] - In[2(1 + a?)]
on peut alors calculer S :

(a—1)
1+ a2

(a+1)?

S = In[a+1]

1+a2

(a+1)?

(a-1)
2(1+a?) -

m In[2(1+ a2)]

In[2(1+a2)]+ Infa—1]
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4. on écrit
2h 4h?
a %—>00
1
a—>0=mn=_, =g
1.1 1.1
S==-In-+-In-=-1n2
2 2 2 2

b %»Oona\/1+x2w1+%2+---eta—>1
77121, 7’]2:0=>S=0

Quand l'interaction tend vers l'infini, le systéme est entiérement intriqué. Au contraire, lorsque
I'interaction est nulle, I’état devient séparable.

Exercice 15 : Modes de vibration d’une molécule triangulaire
Dans le groupe de symétrie Dgp, on a les éléments (de symétrie) suivants :

— lidentité
— les deux rotations C3 autour de 2

— les trois rotations Cs autour des trois axes reliant un sommet du triangle au centre de
I’aréte a son opposé.

— le miroir oy,
— S5 : ('3 puis oy,
— o,
Chaque atome peut se déplacer dans R?, on a donc dim(I') =9

1. Calculons les caracteres de la représentation I' On commence par déterminer la représen-
tation associée aux permutations des trois vertex, I';, :

— T'y(e) = 13 = xu(e) = 3 avec

1 0 0
1:10 2:]1 3:10
0 0 1
pour le triangle
3
1 2
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— Rotations Cjy

00 1
T,(C3) =[1 0 0)
DL (@) =0
r,(C3') =|0 0 1)
100
— Rotations Cy
100
r,(c$?) ={o 0 1
010
00 1
Lo(C§) =0 1 0] txu(C2)=1
100
010
T, () =[1 0 0
00 1

— Miroir o, : Ty(op) = 13 = xp(op) =3
— Rotation impropre Ss.

0 01
Ty (o)W (Cs) = 1 (1 0 0) =T'5(C3) = xu(53) = x0(C3) =0
010

L E I’U(ng)) = FU(Cz(l)) = Xv(ng)) = XU(CS))

Puis on détermine la représentation générée par un vecteur de déplacement r = (x,y, z).
— Ty (e) =1g
— Rotations C3

1 V3
2 2
Lr(Cs) =2 —1 of xe(Cs5)=0
0 0 1
1B
i 2 2
I(C37) = —@ —% 0
0 0 1
— Rotations Cy
1 V3
T, (CM) = N 0
it 5 73
0 0 1
— Miroir oy,
1 0 0
I(op)=]0 1 0
0 0 -1
— S3:
10 0\[-1 - o) (-1 8 o
I (S3) =T (op), [+ (C3) =10 1 0 ? -1 0] ? -3 0
00 1/\o o0 1 0 0 -1
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— FT(Jl(,l))= :

owl&“'h‘
Sl

_= o O

I'=T,er,

Tr(L, @ Ty) =) > (in] ® (io| Ty ® Ty i) ® i)
iy Up

= 2 (e Do lin) Yo (LI T fi) = Tr(T) - Tr(T)

v

E | 2C3 | 3Cy | oy | 253 | 30,
Ir'n{3] 0 1 3 0 1
r.13] 0 -1 |11 |-211
r 19/ 0 -1 13 0 1

2. On peut alors déterminer la décomposition de I' en représentations irréductibles.
[ =0, 0W 4 5,7 @ 4 0 4 5, 7@ 1 576 4 06

Translations du centre de masse : I®), 1'%,

E | 2C3 |30y | oy | 253 | 30y,
r 9 0o | -1]3] 0|1
er® 8| -1]-212|-11]0
eI'® 16| 0 | -210] 010
or®) 50 -1 -1]1] 1 |-1
er®) 310 -11]13]01]-1
r®+r@ 3] 0 | -1]3] 0 ]-1

on obtient alors
F=r®Mer® gor® ¢r® ¢r®

Alternativement, on peut utiliser la formule
1 3

ba = N %:nHX;(CH)X(CN)

avec N =12, et on trouve

bi=1 by=1 b3=2 by=0 b5=1 bg=1

3. Les fonctions de base associées au centre de masse sont r = (z,y, 2). On voit donc dans la
table que les représentations associées sont I'(®) et T'()

4. Les rotations rigides se transforment comme le moment cinétique L = r x p, i.e. selon les
rotations R;, Ry, R.. Ainsi, les représentations associées sont '@ et 0O,

5. Tl reste I et une fois I'®). On voit donc qu'il existe un mode non dégénéré associé M)
et deux modes dégénérés associés a e,
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B.6 Examen 2019

FEzercice 16 : Oscillateur harmonique dans un champ externe (15/50 points)

1. Les états avec N =1 sont |a) =10,1), et |b) = |1,0). La question est de donc de savoir si
I’espace bidimensionnel généré par ces états correspond a une représentation irréductible
de dimension 2 de Dy, ou a deux représentations irréductibles de dimension 1. On a

(z]a) = o (z)p1(y)
(z[b) = P1(x)¢o(y)

avec

1

1 1 o) X? _x2 _x2

gbl(x):ﬁ(%) (X_B_X) (exp(—7)):01(Xe T+ Xe 2 )
_(@)le(Qmw)%xem;;cQ
~\ 7h h

mw\z  [2mw il 9 9

= do(@)or() = (22 ) V[T we 20 (@t )
mw\z  [2mw B 9 9
B1(0)on(y) = (T )\ Tr e 2 (a4

Or (22 +4?) est invariant Ds. De plus, (z,y) se transforme selon Ey, qui est une représen-
tation de dimension 2. La dégénérescence n’est donc pas levée.

Méthode alternative Représentation sur (z,y)
— Représentation sur {(1,0),(0,1)}

0 1
cos(27/5 =) —sin(27r/5))
sin(27/5)  cos(27/5)

_ cos(2m/5)  sin(27/5)
r(Gs") = —sin(27/5) cos(27r/5))
cos(4m/5) —sin(47r/5))
sin(4mw/5)  cos(4w/5)

[a(E) = ! 0)

['2(Cs) =

Iy (C3) =

(-1 0
FQ(CQ): 0 1)
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— = Représentation sur ¢(z,y) :
Lr(BYY(z,y) = d(T2(E™) (z)) = ¥(z,y)

T (C5)¥(x,y) =¢(T2(C5h) (;5)) =(xcosa+ysina,—rsina + ycosa)

L(C5)Y(z,y) = (2 cos(2a) + ysin(2a), —asin(2a + y cos(2ar) )
Pf(cé)iﬁ(%y) = ¢(—$a y)

avec a = 2m/5.
— Dans la base {|10),]01)} oc {zeB@**) ye-Bla+y*)y,

L'y (E) = (1) ?)
T = (D i) = 20000
GO N AN ELERCS
—>Ff=E1

2. Pour N =2, on a {[02),[11),]20)} et

(- 2 e (-5) - o (- ) o 7)o (5]
(o) 2o (-2))

1 2 2
= po(x) = L (%)4 (4_mwx —2) exp (_m;ux )

2V/2 h

1 (mw I mwz? mwz?
(e e -

V2 \ Th h 2h

Donc on a

020602 )6n(0) = ()" (22 1) e (-2 0% )

11): 1)1 (1) = = () wexp (- 320 +42))

S

20 2(2)60(0) = 5 (2) (22— 1) xp (2202 447

Car 22 +9? se transforme sous A4 = [20)+]02) est distinct de [11) et |20)—[02). (z2 -2, zy)
se transforment ensemble sous F,. La dégénérescence est donc seulement partiellement

levée {|11),]20) - |02)} appartiennent & la méme représentation, qui possede 1 état non
dégénéré et 2 états dégénérés.
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Méthode alternative N.B: Cette fois les fonction {(,ua:Q—l)e’ﬁ(m%y%, aye P, (uy*-
1)6’5(“2“42)} ne sont pas orthogonales. Il faut donc commencer par choisir une base ap-
propriée.

Par exemple :
{(22 +y2)e PEH) e BE+0%) (2 _y2)e-Ba*+y%))
En effet

(2% +y*)(@* - y*) =2’ -y
= / dady(z? +y?)e P@ ) (22— 2)e P 2

Dans cette base

100
ry(E)=[0 1 0

0 01

1 * *
L'¢(Cs)=|* 2cos(a) *

* * 2 cos(a)

1 * *
T(C3)=|* cos(a) *

* * cos(a)

1 % =
Ff(Cé): * -1 %

* % 1

en sachant que

zy — (cos?(a) —sin?(a))zy = cos(20)xy
22—y > (cos?(a) —sin?(a))(2? - 4)
zy — (cos?(2a) - sin?(2a)))zy = cos(4a)xy

3. Pour les états avec N =3, on a {|03),]12),]21),]30)} et

(x ai)(w deo( ) |
[ (4X? - 2X) exp (-X?) - {SXexp (-XT) - (4X? - 2) Xexp (-%)}]

2 2
= (8X° -4X - SX)eXp(—X? :4(2X3—3X)exp(—X7)

mwz
2h

SN —
D
"
o
I
N
~——

- o= 5 (1) () -5



Physique Quantique II ANNEXE B. CORRIGES

Donc

05) = o0()0u(w) = = ("o w2320 - e (<52 0+ )
12) = 01 (2)2(v) = () o227 - Dexp (520 + %)
21) = 62(2)a1 (1) = ()2 0 - Dexp (520 + o)

30) - ¢o<x>¢3<y>-7(mw)y<2—y ~Bexp (-T2 41

%I

m\w\s

—_
33

Au premier ordre en perturbation :

3
——121) - 03) o< y(32% - y)

V3

_3 [12) +[30) oc z(x? - 3y%)

V3
= {% (% 21) - |03>) : % (% 12) + |30>)}

se transforment sous Fo et sont donc dégénérés. Ensuite, des vecteurs qui leur sont ortho-
gonaux sont :

1 3 2mw 4 ) ( mw o )
—21)+ — —a -1 2—vy° -
2(| )+ﬁ|o3))My( ot o1) ey (2007 -8

- y(QmTW(:E2 +y?) —4)

%(|12)%|30))0<x(2 d 2y - 4)

Or, {z(2*y?),y(z* + )} et {x,y} se transforment sous E;. Donc ces deux états sont
dégénérés. La dégénérescence est donc partiellement levée vers deux paires d’états.

Méthode alternative A nouveau, il faut commencer par choisir une base orthogonale,
sans quoi on ne peut pas prendre la trace. On a donc :

{py® - 3y, pay® -, pya® - y, pa® - 3}

qui n’est pas orthogonale. On choisit donc

{y(382” - ), x(x® = 3y%),y(u(a® + y*) = 4), x(u(y® + 2%) - 4)}

170



ANNEXE B. CORRIGES

Alors :
1 0 00
01 00
FrB) =15 0 1 0
0 0 0 1
cos(2w) * * *
~ * cos(2a) * *
L'y(C5) = " " cos(av) "
* * * cos()
cos(w) * * *
2y * cos(a) * *
[(C5) = * * cos(2a) *
* * * cos(2a)
on a alors
Fj = E1 @ Eg

la dégénérescence est partiellement levée.

FEzercice 17 : Entropie d’'un systéme quantique (15/50 points)
1. On a

S =-Tr[plnp]

si p= %, lj){j| alors

Sz—anlnnj
J
et
p=) | =n=1
et donc
S=-1In1=0
. On calcule
dS ds 1 dS . )
— =-Tr|—Inp+p-p - —|==-Tr[-i[H,S|lnp-i[H,p
=T S mpe et S| = T (il SV p - i, ]

or Tr[-[H,p]]=0
i Tr[Hplnp] —i Tr[pHIn p] =i Tr [Hpln p] — i Tr [H In jp] = 0

ou I’égalité est due a la propriété cyclique de la trace.

~ w 0). (1 0
i=(5 L) )

on fait la substitution dans I’équation, pour obtenir

dp _ 0 —(7/2 + 2iw) p12
dt - \~(7/2 - 2iw)pi, 0

. Sous forme matricielle, on a
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en résolvant ’équation différentielle on obtient

—t(v/2+2iw)
A P11 p12¢
t = .
p( ) (pirQe—t('y/Q—?zw) 022 )

4. Pour S=-%;n;lnn; on peut diagonaliser p(t)
o L [E+Q 0
p(t)‘i( 0 Z—Q)
¥ = p11+ p2o

Q= \/(Pn — p22)? +4|p1af* - et

pour
o 111
p0 =l =5 (3 )
on a /Qt
. 1+e = 0
po-( )
alors

S(t) = —%(1 + ey 1n [%(1 + e—v/%] . —%(1 ey n [%(1 . e—v/%]

pour t — oo,

1
19
p(oo):(2 1
0 3
S(oo):—ll 1—11n1:1n2
22 2 9

FEzercice 18 : Oscillateur harmonique perturbé (20/50 points)
1. I’hamiltonien est

avec A > 0. On peut écrire cet hamiltonien comme celui d’un oscillateur harmonique plus
une perturbation.

H=Hy+V(x)

L’état fondamental de l'oscillateur harmonique est

-3}

hw

mw
avec 3 = 0 et dont ’énergie propre est Ey = -
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2. Au 1°r ordre, la théorie des perturbations donne :

E=Ey+AE, AE = (4| V[)

1 r 2 _ B2
(¢|V|w)=\/§5mw2fd$m2(e’\x ~1)e”?
or foodwe_ﬁx2 = \/E et donc
. 3
d (o]
—Bz? -Bz? _
dﬁ!dﬂce ldwxe dﬁ\/7 53/2

J:2 _
fd:m: e 253/2

d’ou

Alors

N 1 1 _mw2 I5; 1 _mw2 6] hw
(Y| V |) = \/>2mw2 [(ﬂ NEE 53/2]‘ 4 [\/ (5_,\)3_5]_ 4 V@B-2) 4

on utilise maintenant A << 8 pour faire un développement limité.

VAGESN A)3 J "_3 6 EA:%(“%)

d’ou 2 )
15} hw hw ( 3hA ) hw  3R°A
1% —r— 1+ —)-—=
(WIViv) = V 3-2)3 14 4\ 2 4 8m
et )
EoE_AV - hw 3h A
2 8m

mw
3. Théorie variationnelle : [ est le parametre variationnel et on suppose A < § et A < —.

On connait déja (¢| V |¢)) en fonction de S. On calcule la valeur moyenne de 1’énergie
cinétique sur ¥ (x).

2o (2) (romeoen)

dx T
2 i g
-2 oo

h2 r )
(W1 T[) = —%@ﬂ [ da(ga? -1
R B 2l
__%(fﬂ 5 6)

L)1
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et

h? mw? I3

(B=A)3

h? mw? 1 ( 3)\)
+—— |1+ =

4m 4 g 273

dE(B) A mw®l 3mw® A

4m 432 6
dE h?B3? ( 3>\)
—=0= =1+—
dp mw? B
hB 1+g%1+g
mw 15} 273
h 3\
—B2=8-""=90
mw 2
Lxy/1+ 802
be—m

seule la solution avec “+” est valable, car g >0

mw mw( 3h/\) mw 3\
f=r—t— |1+ — )= —+—
2h 2h mw h 2
hw 3h2 mw? 1 3\
E(ﬂ):T-F%)\Jr 1 M X (1 2mw)

T

hw 32\ hw ( 3hA )
+ + —

4 8m 4 1+ 23

B h_w hw ( 3R\ )( 3R\ ) 3h2\

Ty 2mw

_hw 3h2)\ RS

9 8m  16miw

ce qui est un peu mieux que la perturbation au 1¢" ordre.

2mw

2mw 8m

B.7 Partiel 2015

Ezercice 19 : Effet Stark quantique confiné (2.5 points)
1. Le potentiel total est un potentiel a barriére infini avec un fond incliné selon une droite de
pente positive F'= —eFE (E <0).
2. L’hamiltonien du systeme perturbé s’écrit :
)

=L 1vi)+Fz (B.104)
2m
Dans le cas ou F' =0 les energies propres de I’électron confiné sont
272
2 T h
En—n W,TL>O (B105)
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et les fonctions d’onde correspondantes

on (x) = 2 cos(n ) si n est impai
r)=\/— —x in i ir
n [ [ Y p

(z) 2 si (mr ) si st pai
z)=1/=sin|—=z i n est pair
Pn I I , b

3. Dans le cas ou F # 0, la correction d’énergie de I’état fondamental est la valeur moyenne
de 'operateur de perturbation sur les états non perturbés a savoir

+L[2 o +L[2
B = [ ot @) o @yde=" [ weo? (Ta) s (B.106)
-L/2 -L/2

Directement en constatant que x xcos2(:c) est impaire ou en intégrant par partie on
trouve Ep) =0.

4. La correction d’énergie des 2 premiers états excité valent

oF +L/2 5
B == f wsin? (—Wx) dx
L L
-L/2
oF +L/2 3
Ey(,l) = f xcos? (—Fx) dx
L L
-L/2
et impliquent également des intégrandes impaires et cela est en fait le cas quel que soit n
donc on a simplement E,,(ll) =0 pour tout n.

5. La correction d’énergie E§2) de I'état fondamental a 'ordre 2 implique les élements de
matrice non-nuls

+L/2

2F . (T T
VU:T /a:sm(f:n)cos(zm)dx
“L/2

seulement si j est pair. En effet dans les cas ou j est impaire les élements sont nuls par
parité. Si 'on ne consideére que le couplage avec le premier niveau excité a savoir j = 2 la
correction a I’état fondamental vaut simplement

_VaVa

(2)
B\ = B.107
1 E2 _ El ( )
avec
16
Voro=—FL (B.108)
972

en utilisant l'identité sin(x)cos(z) = sin(2z)/2 et en intégrant par partie zsin(2z). Et

donc finalement
@ _ 256 F?L?

L7 94374 By

(B.109)

6. La fonction d’onde de I’état fondamental devient asymétrique et se localise ou le potentiel
total est le plus faible.
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Ezercice 20 : Particules en interaction dans un puit de potentiel (2.5 points)

1. Les 3 états possibles sont

Y1 (z1,22) = 1 (21) 1 (72)
o (21,72) = [1 (1) @2 (22) + 1 (22) 2 (21)] V2
V3 (71, 72) = @2 (71) 2 (22)

2. Les corrections d’énergie a ’ordre 1 sont données par
AE = (4] Ving [t5) (B.110)

Et en particulier en utilisant la définition de la fonction delta

AEF) =V / 1/111 (z1)dxy
1%,
AESY = ?Ofw% (21) 93 (21) doy

AEY = v, f Wi (1) da:
3. Un seul état possible dans ce cas

1 (21,22) = [1 (1) @2 (22) — o1 (22) 2 (21)] V2 (B.111)

Dans ce cas la correction d’énergie

AED =, f (7 (21) 3 (21) = 07 (1) @3 (21) ] dz1 = 0 (B.112)

est nulle. Ceci est prévisible dans la mesure ou le potentiel agit lorsque les particules sont
a la méme position ce qui est interdit pour une fonction d’onde impaire.

FEzercice 21 : Information quantique (1 point)

Pour savoir si les modes d’emploi peuvent étre distingués, il faut trouver une quantité obser-
vable qui, si mésurée, donne des valeurs moyennes différentes pour les différents modes d’emploi.
Une condition nécessaire pour pouvoir distinguer deux modes d’emploi est que les matrices den-
sité associées soient différentes. En effet, si les deux matrices densité coincident (sur la méme
base), alors la mesure de n’importe quelle observable donnera les mémes valeurs moyennes dans
les deux cas. Calculons p4, pg, et pc.

pa = 5 (Wl 105}

= - (100l + 1))

PA =

O =
_ O
N —

N | =
e
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= = (R + 7))

_ i (10)(0] + |1){1] + [0){1] + [1){0]
+0M0] + [1)(1] - [0){1] - [1){0])
= 2 (10){0] + [1)(1)

PB =

O =
— o
N —

DN | =
—_——

(W’p ¢p|+|¢f <¢f|)
0) 01+ 30+ 1)) (0] 41)
0)0] + 1111~ £10)(1]+ Z11){0

BYERE
Pe=3\ i 1

Il est donc impossible pour Bob de distinguer A de B. Il pourra par contre distinguer C de
A et B. Pour le montrer il suffit de trouver les valeurs propres de p.. La simple solution du
probléme aux valeurs propres donne po = (2 +v/2)/4 ~ 0.854, 0.146. A Bob ne reste que choisir
une quantité observable qui soit de la forme

-1 0
oo (1)

dans la base qui diagonalise pc. La mesure d’une telle observable sur le mélange C donnera
85.4% des fois —1 et 14.6% des fois +1, alors que pour les modes d’emploi A et B, la mesure de
O¢ aura toujours une valeur moyenne nulle.

pc =

Hkloomll—ll\.’JIH
A

B.8 Partiel 2016

FEzercice 22 : Impureté dans un champ cristallin (3 points)  La théorie de perturbation
dégénérée nous dit que la correction au premier ordre en V est donnée par la diagonalisation de
la matrice :

MM =(3,2,m|V|[3,2,m') (B.113)

ou [3,2,m) sont les états de 'orbitale 3d. On peut déduire les valeurs propre a I'aide de la théorie
des groupes. Nous savons que V est invariant sous toutes les opérations de T, autrement dit
[D(g),V] = 0, Vg € Ty. Si on décompose le sous-espace défini par les cing états |3,2,m) en
somme directe de sous-espaces invariants irréductibles de Ty, on aura simplifié la recherche des
valeurs propres. De plus, si chaque r™ de Ty présent dans cette décomposition intervient avec
multiplicité un, on aura directement diagonalisé le probléme.
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1. Les états 3d générent une représentation irréductible D) de SO(3). Cette représenta-
tion de dimension cing est réductible selon le groupe Ty. Calculons donc le caractére de
D®@ pour les opérations de Ty. On se rappelle que toutes les rotations du méme angle
appartiennent a la méme classe d’équivalence. Nous pouvons donc toujours considérer les
rotations autour de ’axe Z pour lequel les matrices D(Q)(a, %) sont diagonales :

expi2a
exp 1o
D@ (q,2) = 1 (B.114)
exp —1a
exp —12a
Ainsi la trace de D®)(a, 2) donne :
Tr(D(z)(a, 2)) =2cos(2a) + 2cos(a) + 1 (B.115)
Ainsi le caractere de Cy est :
X(Cy) = Tr(DP (m,2)) = 1, (B.116)
pour C3 on a :
X(Cs) = Tr(D®) (27/3,2)) = -1 (B.117)
et pour Cy :
X(C1) = Tre(DP(7/2,2)) = -1 (B.118)

Puisque les orbitales 3d sont paires sous inversion, nous avons que la matrice associée a
I'inversion est l'identité et donc :

x(oq) = x(Inv - C) = x(C2) = 1 (B.119)
X(S1) = x(Inv - Cy) = x(Cy) = -1. (B.120)

La table de caractére de D) sous les opérations de T} est :

| E | 8C5 | 3C; | 604 | 654 |
pAs[ 1] 1] 1]-1]

(B.121)

Sans méme utiliser la formule pour la décomposition, on voit en s’aidant de la table de

caractere de Ty que :
(D) = (T + (1) (B.122)

et donc que :
D@ -1®) 16, (B.123)

Comme les multiplicités sont un, nous sommes sirs que la matrice V sera diagonale dans
la base qui correspond & cette décomposition et que les sous-espaces associés a T'®) et T'(®)
seront dégénérés. Donc les niveaux 3d se séparent en deux niveaux avec dégénérescence
deux et trois respectivement. La théorie des groupes ne nous permet pas de savoir quel
niveau a la plus basse énergie. On a deux possibilités :

= F(3)

- -

L A F(5)
—(:) —1®
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2. L’opérateur de dipole est proportionnel a r = (z,y,2). D’apreés la table de caractéres,
on voit que (z,y,z) générent la représentation irréductible r'® de 7, 11 y a une seule
transition a examiner, celle entre les deux niveaux dégénérés que ’on vient de trouver. Il
faut donc déterminer les régles de sélection pour un élément de matrice de type :

(F(3)| r® |F(5)> (B.124)

Nous pouvons décomposer I'® @ T(®) en somme directe et vérifier si I'®) intervient.

E | 8C5|3Cs | 604 | 654 |
r®er® 6| 0| -2]0] 0|

(B.125)

A nouveau, sans faire de calcul, on remarque que y(I'® @) = x(T™")) + x(I'®)) et donc
r® er® =r® ¢r®. Comme (F(3)‘F(5) et |I‘(5)) font tout deux intervenir la méme
représentation irréductible, la transition est permise.

FEzercice 23 : Oscillateur harmonique perturbé en 2-D (3 points)

1. Commencons par calculer la correction d’énergie AEM) 3 'ordre 1 en évaluant la pertur-
bation V' sur 'état propre non-perturbé [¢gp) :

AEW = (00| V[o00) (B.126)
= [ dadys? (2) 6% () Aoy (B.127)
(B.128)

:)\[/ dzg? (x)zr (B.129)

Or ¢ est une fonction paire donc l'intégrande en (B.129)) est une fonction impaire et alors
AE®M = 0. La correction & Pordre 2 est donnée par :

EOO - Emn

AE®) — (B.130)

m,n

On peut alors remarquer qu’au moins le terme associé a m,n = 1 apporte une contribution
non-nulle puisque

(11| V [vhoo) = (too| V [¢b11) = [[ dzgy () ¢o () ] (B.131)

fait intervenir une intégrande pair. On peut montrer que ce terme est en réalité le seul qui
contribue & la correction. En effet ayant # o< af + @, on ne peut avoir d’éléments de matrice
non-nuls si m,n > 1.

2. Les états [1h10) et [tp1) sont dégénérés et leur énergie vaut Fqg = Fo1 = €1 +€¢9. On doit donc
développer une théorie des perturbations adéquate. Par parité nous avons immédiatement

(Yul v o0) = (ool V|¢11> = 0. D’autre part on a :

(1ol V or) =X [ dadyo? () 63 (4) zy
—Afdxfx\[amfdyfy[ v
ZA[f draz’e _0‘12]

179



Physique Quantique II ANNEXE B. CORRIGES

Posons \/ax := z alors dz = dz/\/a et on doit maintenant intégrer

1 2
/dmaw267a$2:—fdzz2efz (B.132)
NZ

par parties pour finalement trouver

(10l V [01) = (o] V [¢h10) = % (B.133)

Nous avons donc la matrice de perturbation suivante

0 _ [ (Wl Vi) (ol V [ton) ):( 0 )\/Qa) B 134
(<¢01|V\¢10) (01| V |tor) M2a 0 (B.134)
Ses états propres sont o < o)
_ [¥10) £ [Y0
[ihs) = 7 (B.135)
et les valeurs propres
AE, = i% (B.136)
Q@

donnent les corrections d’énergies. Ces corrections perturbatives sont d’ordre 0 en V' comme
attendu dans le cadre de la théorie des perturbations dégénérées.

B.9 Partiel 2017

Ezercice 24 : Un potentiel 1-D attractif a toujours 1 état lié (2 points)

1. on a
f daey®(z) =1
f dacAze_z/\”2 =1

Posons —2\z? = —y?

Yy
x = —
V2
dy
der = —
V2
alors
(%) ) (%) dy L,
drAZe2e" _ f —Z A%e7Y
_!o. . Vs
42/ -
2\
a-(2)
T
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2. Ici, on calcule

wf B2 &2\ e
(| T'(2)|T) = [/dwe (—%@)eA

L
dxz? dz
— e M 4 4)\256267)@2

(W Ty = - 22 fd:zQA e )\4)\2h fd:m2 220
T

On inteégre par parties

dex2e 27 e
fm x—4)\

:B\/ﬁ

I\ —/\x2)

T f due

Pour finir
<¢|T|w>:\/7h2 EINERSNEY
3. On a

I(N) = (¥ V (2) [4)

=1/ 2 / d$V(l‘)€_2)‘x2
T

2
=h—)\+I(/\)

2m

Calcul —
alculons )

dl()\)—i gmm z)e 2’ %mx ) (=2z2)e 22
W—2ﬁ\ﬂ[d‘/()” +\/:de()<22)”
I()\) \/7-/\(1%"/(1‘)( 2 )6—2)\38

La condition qui minimise I’énergie est simplement donnée par

(Wi
d\
donc
h_2 clI(/\)_O
2m dA
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et

2; ) \/7f dzV () (~22%)e 2"

et on peut déduire une expression pour I(A) comme demandé

2
) =2q/2 f daV ()20 2 — o\
2m

On peut comprendre cette expression comme si on avait inversé la relation A = A\(I) avec
I devenant le nouveau parametre variationnel. Dans ce cas, I’expression ci-dessous est une
équation implicite pour A(I). Remplagons () dans (| H |¢) :

2

(| FT ) = h—A LIV

=5 2 / f dzV (x)2z%e” 22

Puisque V(z) < 0 et A > 0, cette expression est strictement plus petite que zéro. Par le
principe variationnel, le vrai état fondamental aura Eg < (| H|y), <0 O

Ezercice 25 : Symétrie des polynémes du second degré en R? (2 points)
On rappelle que D(R)y(r) = (R 'r).

1. Pour une rotation autour de 'axe Z, on a

T — X CosS¢ + ysing

Yy = xsin g + ycos ¢

D’ou :

22 - 2% cos® ¢ + y? sin® ¢ + 2zy cos P sin ¢

y2 - 2% sin? o+ y2 cos? ¢ — 2xy cos ¢ sin ¢
22 > 22

2 . 2 ) 2 :
xy - —x“ cos ¢psin ¢ + xy(cos” ¢ — sin” @) + y* cos P sin ¢
Tz —> XZCOoSP+yzsing

Yz - —xzsin ¢ + yz cos ¢

la matrice est donc

2 $2 0 -es 0 0
s? 2 0 cs 0 0
X 0 0 1 0 0 0
D(2,¢) 2cs -2cs 0 2-s> 0 0
0 0 0 0 ¢ s
0 0 0 0 0 -s c

ol c=cos¢ et s =sin¢. Elle n’est pas unitaire car les ¢; ne sont pas normés.
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2. Il nous faut d’abord calculer les caracteres associés a D. Puis que le caractere de D(#, ¢)
ne dépend que de ¢ (pour le méme ¢ tous les D(7, ¢) sont dans la méme classe).

On peut utiliser la matrice obtenue au point 1. pour 7 = 2.
x(¢) =3cos’> ¢ —sin® ¢ +2cosp + 1
=2cos’p—2sinp+1+2cosp+1
=2c0s2¢p+2cos¢p+2

Il faut maintenant calculer les caractéres des représentations irréductibles DO de SO(3).

On rappelle que :

On peut encore utiliser hatn = 2. Pour ce choix, on se rappelle que
D(l)(i, ) = e~ ioLz/h

qui est diagonal sur la base {|l,m)} des états propres du moment cinétique.

elle 0 0O - 0

0 Do o ...

D(l)(27¢) = N :
0 0 4

et
X(l)(¢) _ (eil¢> 4 efilqb) I (ei(l—l)(j) n e—i(kl)d)) T
=2cos(lgp) + 2cos(I(-1)p) + -+ 1
On reconnalt immédiatement
x(0) = X9 () + X ()

ce qui démontre notre these :
D =D gD®

3. Une combinaison linéaire qui est évidemment invariante sous toute rotation arbitraire est
p(r) = a? + %+ 22

Puisque DO intervient une seule fois dans la décomposition de D, cette fonction est celle
que 'on cherchait.

4. On repart de la matrice calculée au point 1 pour calculer les caracteéres associés aux trois
classes de Cj, :

X(@) =2cos(2¢) +2cosd + 2
d’ou
X(E) =6
27
x(Cs) = x(cb = 3)

:2003(41)+2c0s(2—7r)+2
3 3

1 —
(1) e2() 2o

2 2
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L’opération o, est une rotation impropre et on ne peut plus se servir de ’expression ci-
dessus pour x(¢). On remarque que des trois opérations, o, est celle correspondant a la
transformation

T — —T

y—>y

z—=z
Pour cette transformation on a

$2—>$2

v =y

22 > 22

Ty > —TY

Tz —> -T2

Yz = yz
Donc

X(op)=1+1+1-1-1+1=2

On a, pour finir

x:6,0,2

et, méme sans utiliser la formule pour la décomposition & 'aide des caracteres, on voit
aisément que
X = 2x2 +2x3

Donc
D=2I'y®»2I'3

FEzercice 20 : Oscillateur Harmonique soumis a une perturbation pulsée (2 points)

1. L’opérateur d’évolution temporelle du point de vue d’interaction, au 1°r ordre en V est

ot

A A 1 ~

Ur(tto) =1 - [ dnVi()

i
.t . .
_j_t /dtleiHo(h—to)/hV(tl)e—iHo(tl—to)/h
h
La probabilité qu’on recherche est donc

A 2
Pyt = \(1! Ur(t, o) !0>\
2

(i o, -to>)exp(—ﬁ)<1| (a+ah0)

h2 2mw

ou on a utilisé (1] f|0) =
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E,-E.
On admet que ty - —oo et on néglige la phase exp (i%to) dans l'intégrale, qui va

donner 1, apres le module au carré.

2 x® 2
€ ; 2/.2
Py, = /‘dtewte% I
01 omhw \.
ol nous avons pris t - +oo, By — Ey = hw et af 0) = [1).
Il s’agit maintenant de calculer I'intégrale
[ exp (— (—2 - iwt))
T
On complete le carré :
2 2,2 2,2
—2—zwt=t2—zwt—
4
(t ,m)2 w?r?
=\--i—] +
T 2 4
r 2 r w?r? t wr)?
fexp - = —wt :/dtexp - exp|l-(—--i1—
. T2 E T 2
Un changement de variable donne
t  wT
——i— =z
T 2
(=)
Tle+i— )=
Tdx = dt
t  wT =
fexp - ——17 2 =/d:v7'e =TT
T

P err? w?r?
01 thweXp (_ 2 )
2. Dans la limite wr — 0, on a Py =0, et de méme dans la limite wr — oo
Dans le premier cas, la perturbation agit sur un temps tres court tout en gardant la méme
amplitude, ce qui fait tendre I’énergie vers zéro. Dans le deuxieéme cas la perturbation
devient quasi-stationnaire, et on ne peut donc pas faire changer 1’énergie du systéme.
La durée 7,, qui maximise Py_1 est donnée par

2,2 2.2
2Texp(—w27— )—wQTgexp(—w T ):O

2

> V2

Py
—d01=0 wir? =2 T = —
dr w

3. Pour passer de |0) & |n), il faut appliquer n fois af. Cela n’est possible qu’a partir de ordre
n de perturbation, puisque V;* o (&T +a)" et donc la perturbation contient au moins une
fois (af)™.
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B.10 Partiel 2018

Ezercice 27 : Levée de dégénérescence en présence d'un champ externe (3 points)
This exercice has not correction

Ezercice 28 : Deux fermions dans un puits de potentiel (3 points)
This exercice has not correction

B.11 Partiel 2019

Ezercice 29 : Quatre oscillateurs harmoniques couplés (3 points)
This exercice has not correction

Ezercice 30 : Principe variationnel pour deux spins 1/2 (3 points)
This exercice has not correction
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